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中 学 校 数 学 の パ ソ コ ン 利 用 の 授 業 （３）

区分求積法による球の休債
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３
一

協力嗇：阿部容子・茨限仁美

(平成３年度岩手大学教育学部４年次学生)

区分求積法による平而図形の面積・立体図形の体積へのアプロー

チは、今回で９回目である。最初は1985 年の面積関数（積分）

と円の面積（πの値の確認）であった､ 立体の4祠4 への取り組みは

1983 年の「三角すいの封こ積の公式」が最初である。パソコン以

外の教具として電卓をも活川したのｶ｛特色である。結巣はやや成功

的な授業と判定できる。

［キーワードj コンピュータの教育利川、7に卓の利用、中学校数学、教師教育。

区分求積法、コンピュータ利用の非ＣＡＩ的授業

1983 年に初めて区分求積法のコンピュータソフトを開発し、それを利用した授業の

展開を試みて以来今回で９回目になる。中でもコンピュータ利用の立体の扱った授業は今

回が５回目である。さらに球の体積については２攻日である。一般に球の4祠4を区分求積

法で求めるときは、球を高さの低い（薄い）多くの円柱に区分し、一つ一つの円柱では既

知である円柱の体積の公式、（底而積）×（高さ）を用いて計算し、その結果の値を加え

合わせるという方法をとる､、ところで、ここでいつも問題になるのは、一つーつの円柱に

おいて底面は円であるが、その半径の値を求める所である。生徒に納得させるように数学

的にこれを提示し説明するとき、つまり早稲田大学の寺田氏の唱える「納得の数学」とし

て生徒に提示するには、「三平方の定理」がいる。ところが、この三平方の定理は平方根

が入るので中学校数学では３年になって扱うことになっている。ところで筆者の研究室で

の研究対象の生徒はいつも中学１年か２年の生徒なので、説明のとき三平方の定理は使用

できなくなる。この障害はなにも球の体積の計算だけではなく、一般の区分求積法で常に

起こる障害である。したがって、区分求積法を用いるときは、この困難をいかに克服する

かか、いつも問題となる。今回の扱い方に触れ考察する。

結果は歴代の区分求積法の授業としては似たレベルだが、今回は普jmクラスサイズの授

業である。これに対し、前回1988 年の球の体柚の授業はマイクロティーチックであっ

たことも理由となり、今回の授業の評価でＰ－Ｐグラフの型と内容構造と認知構造の距離

の評価の歿点から見てよくなかった。これについても考察する。

２　授業設計と教材開発
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2｡1　 授業設計

まず、学習指導案を示す。

対象：岩手大学教育学部附属中学佼１年Ａ組

授業日：平成３年１２月９日（月）４校時

２

３

４

tlt元名　空間図形

授業者　茨沢仁美　共同研究者　阿部容子

本時のねらい　区分求積法による球の|材?iの求め方を理解する。

艇開

段階 学習内容 学　習　活　動 指導上の留意点 時限 教具等

導

人

際題提示 I.既習の立体の想起,，

･球の圖11の公式を知る。

g.課題把握

･知っている立体をあげさせ､立体の体

積の求め方についてもたづねる,、

8分

･学習シート

･紙仮4!｝

公式以外で球の1材貞を求めよう

展

開

渫題追求 3.区 分求 積法による球の1材ji

の求 め方を知 る。

･円 柱の公式を知 る。

4.区 分求 積法 により､ 球 の体

積を求 める,，

(1) 半径10cl のとき

･4 分 割､6 分割を各自で湘す6.

･よ り細かい分割については

パソコンで計算する。

･グラフに表す。

･公式の値と照合する。

(2) 半 径10c･ 以 外のとき

( 半径30c･､ 分割20 以 下)

･各 自で半径､ 分割数を肋する。

･より細 かい分割 数( ﾊﾟｿｺﾝで)

･グ ラフに表す,，

･(1) と 同様に公式と艶する。

･パソコン立体画面により､円柱をyRね

て作る立体が､分割を細かくしていく

と､球に近い形になることを気づかせる。

･パソコン画而で､真横からQ,た図を万

し､円柱の側面と球の表而との交点ｶ

それぞれの円柱の高さの中点となり、

その時の円柱の半径を用いることを

分からせる,、

･パソコン叫而提示と各自電･;り1･筧の

併川。

･細分割していくと一定の値に近づく

ことに気づかせる。

･分割数は2~20までのうち3つ選ばせる

ようにする。

･区分求積法は､球の1材責を求める1つ

方法であることを知らせる。 35う9

･パソコン

一斉送信

･模型

･芯･;i･ﾊﾟｿ]ン

参考 5､角錐による分割での胴 責の

求め方を知る,，

･プリントを配布して説明する。

7分

･プリント

･模型

終勒 まとめ 6.本時の学習を振り返る。

Akita University



次に、学習プリントであるが、なるべく生徒に記入させる部分を多くしてある。とくに、

電卓を使って、円柱の半径から円柱の体積を求め、その合計を計算し、球の体積を近似す

る部分があるので、その記入欄、さらに区分求積法の等分割数を横軸、4材?tを縦軸にした

グラフを書かせ、分割数が増加すると、近似値が一定の値に近づく現象を視覚的に訴える

欄も設けた。区分求積法にはこれとは別の方法もあること、すなわち、球の中心を現さと

した多くの角錐 に の例では多くの四角錐）に分割して、角錐の｛桶ltの和で近似する方法

で、結果的には、「球の表而積（＝四角錐の底面積の和）×球の半径（＝四角錐の高さ）

÷３＝球の体積」の関係を用いることができる、という説明のための学習シートも準備し

た。これを下に示しておく。

ｍ休心
ｗ

と 忍乏i了ii不,.116!）1叉jf系

～1 りすいを使って～

球の体積を求める方浹として、先に円柱を川いてみたが、角すい

では求めることができないのだろうか。

・
ｔ

で求められる。 す る
一 一一

と

左図のように、μjすいを集めて球に

近い形を作ってみるとどうだろう。

この１つ｜つの角すいの高さは、球

の半径に等しいとする。

一
５
一

μ1すいの体債＝低而積 Ｘ 高さ（こ

こでは半径）Ｘｌ

で、求めることができる。

一一この立体の体積＝それぞれの角すいI

底而Ｍ の総 和 × 高さ（半径）×1.1

となる。

左図より、さらに細かい分割で、つ

まり、もっとたくさんの角すいでこのように作ってみると、さらに

球に近くなることは予想がつくであろう。と、すると、それぞれの

角すいの底而積の総和は球の表而積を表すことになるのではないか。

球の体積 ＝jl
會
３
　
３

×
　
×

１ ／１ ×

１ ４ ×

半

!11

ｌ

登

×

×

半径

半径

× 高さ（半伐）

× 半径

よ
３

と、 なるご

このほか板書計画も作成しているが略す。

考にするとよい。

詳しくは、阿部（1992 ）、茨渾（1992 ）を参

2.2　教材開発

教材はパソコンと模型である。まず、パソコンソフトについて触れる。このパソコン教

材のシチュエーションは提示が主であった（一部生徒のキー操作場而はある）。

（１）タイトル［1~450］
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６

（ ２ ）

（ ３ ）

４個の同じ高さの円仕を重ねて球を近似させる［455～1010］画而（↓）～③

球と円柱を輿横から見た図［1020~1650］画面④～⑧（学習シート３に対応）

球の断面の円周と円柱の交点は、一般の区分求積浸ﾐで行うような外接図形とか内接図形

の近似ではなく、今【O】は簡単にするため高さの中点とした。また問題になる各円柱の底面

の半径は「コンピュータが計算すると ‥ ・」と言って画面上に示し（⑦）、三平方の定

理や根号に関する所は伏せて、画面の右側に「円柱の半径」として表示し、それを元に生

徒が手持ちの電卓で個々の円柱「体積」とその合計である球の体位（近似値）を計算させ

学習シートに記入させる､、それと照合するために画面に正解を示す仕組みにしてある（画

面⑧）。ところでパソコンと電卓では数値が誤差のために少し異なるので、パソコン画而

では、パソコンで計算できるのであるが、それを用いないで別に電卓で計算した値を表示

半伍が１

いくつに
ＯＣ
分け
ｍのと き
ますか ？ ６

●‘″●゚
〃・゙ ゜゚ 　　　 ミ ●゙●`

●゙ｔ
Ｗ

Ｘ
ｙ　　　　　　　　　　 ｋ

｀ ．ゝ

夕

●

＼
1「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 χ

１０

８　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ７
・

・

●

・

／

｀ ｀

゛ ‘゙
ぐ
゛ 二　　　　 ／ “゙

～ ４
．１ ’゙
‘

〃

四 ７ ‾＝1

図
１

円 柱の 半眼

5.53

円周串

Ｋ

Ｓ ．６６ Ｘ

Ｑ ．８６ Ｘ

C.86 Ｘ

8. ６6 Ｘ

5.53 Ｘ

画面⑧

5.53 × 3.14

8｡66 × 3.14 べ

9.86 × 3.1 ４ Ｘ

9.86 ｙ 3.14 Ｘ

6.66 × 3.14

5.53 × ３、１４

するなどの配慮を してい る。

（４）各 分割に対する4材a の計算値［1660~1880 ］（画而（９）

（５ ）（３）の繰り返 し［1890 ～3240］（画面⑩～（功）半 径

テンキーで選択させると、画面が対応する。

（６）半径20cmのときの体積の総和［3250~4300］

は5,10, ‥･｡1000 である。
ぐ

一

・ 学

卜

合計

高さ 体 積

3.33 8 319.7 ６

3.33 Z 84.17

3.33 ＝1016.55

3.33 1 1016.55

3.33 ＝784.17

3.33 ＝319.7 ６

4240 ，９6

習シート２に対応）

3０ｃｍ、 分 割

(画面顛：学習シート４１

７）参考資料［4310 ～6280］（上述の補足資料「角すいを使って」

次は模型であるが、これはケント紙を用いて作成している。とく

:2~19 の間で

こ対応）分割

に対応する画而）

こ上述のパソコン教材

の（７）に対応した模型も作った。

なお、両面の進行はテンキーからの数の人力、Ｙ／Ｎの人力以外は、ＩＮＫＥＹ＄に対
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応する任意のキーによる入力、しかし実際の授業では、混乱をさけるため、生徒には任意

のキーとしないでリターンキー使用に統一している､、また、プログラミングの上では、生

徒にキー操作をさせる部分が少ないということと、このクラスの生徒はかなりパソコン利

用の授業に惧れてるということで、ＳＴＯ　Ｐキーを効かなくすることはしなかった。実際

の授業でも生徒がＳＴＯＰキーを押してパソコンの画面進行を止めるというような1 ラヽブ

ルはなかったが、やはり教育用のソフ1 とヽしてはＳＴＯＰキーの処置は必要と考えている。

３　授業の実際

コンビ≒ 一夕利用の授業の記述のためのカテゴリー、ＰｃＴＭカテゴリー（４訂版）（1

992年3月改訂）に従って記述する､、

［Ｉ］ハードウェア

１）パソコン　Ｐｃ一9801E ｘ　親磯！台、子機２０台、ランシステムはＰｃゼミ。

ｖＴＲ、実物投影機と接続されている､、その他パソコンと接続されてない機器とし

て生徒各自に電卓を準備させた。

２）学校：岩手大学教育学部附属中学校ｃＡＩ教室、1991 （平成３）年１２月９日

（月）４校時に実施。

３）生徒：同校１年Ａ組　男子２０名、女子２０名、合計４０名（当日は男子１名欠席

で男子１９名、合計３９名）、パソコン１台当たりの人数は２名。

［rl］ソフトウェア

１）ソフトはオーサリング≒ ツールによらない自己開発、使阻目語はベーシック、他者

への提供は可能である。

２）主として用いたパソコンの機能は計算とグラフィックスである。

［111］授業の記述

Ｉ）教師は学生の教師教育の授業、授業時の助手は１名。そのほか、ｖＴＲ収録、見学

者としての学生、附属教官と筆者も出席し、生徒のパソコンのトラブルに備えた。

２）数学をパソコンを利用して教えるという授業。生徒のキー操作は一部にある。

３）指導案・教材は別に示した通りで、授業の単元名は指導要領の範澗内だが、刷いた

方法は指導要領の範囲外である。ここにパソコン利用の意味がある。

４）授業形態は非ｃＡＩ的授業であり、伝統的な授業形態である。特に、生徒に電卓を

利川させてパソコンの計算のブラックボックスの部分を補ったことは特筆される。

［jv］授業の評価

１）川いたテスト用具は、認知構造測定川具ＩｗＡＴ、態度測定川具ＰｃｓＤ－ｓを用

いた。

２）テストは授業直前と直後の２回、所要時|川は５分ぐらいである。

３）テストと授業の関係については別項目で触れる。

４）授業はｖＴＲで1附jlし、後にブロトコールを作成し、授業分析の素材にしている。

プロトコールの記述は阿部（1992）茨暉（1992）にあるのでここでは省略する。

５）教師の観察感想に触れている。

４　結果と考察

-7-
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－8 －

ＩＷＡＴの分析は新しい様式のＣＡＴＩ法による。ここでは簡単に、授業の成功度に関

係の深い、Ｐ－Ｐグラフ型の決定、内容柵造と認知構造の距離行列の距離法分析とキーワ

ード分析グラフの結果についてのみ詑す。重みつきＰ－Ｐグラフ関係は省略する。また、

ＰＣＳＤ－Ｓの分析結果については特に目新しい結果は出ないので、こちらの記述も省略

する。

ＩＷＡＴのキーワードは、区分求積法という“ふくらまし教材I'ということでQ)～⑥は

授業内容に準じて抽出し、⑦～(9)は球の体積・表面積の公式から抽出した。その実際は

①円柱、②角すい、り湧皿の体積、(?!､):EjRの表面積、⑤分割、⑥４／３、

⑦半径Ｘ半径×半径、⑤近似、⑨円周率

の９個である。表１でＩＷＡＴの応答数を示す。表中応答人数の右上肩の番号は、内容構

表Ｉ　ＩＷＡＴ小前・事後テストの応答数

事前言

円　　角　　球　　球　　分　　４　　麺　　近　　円

す　　の　　の　　　　　／　　ｘ　　　　　周

柱　　い　　体　　表　　割　　３　　雑　　似　　率

積　　而　　　　　　　　×

積　　　　　　　　将

意

味

度

①円　柱

②角すい

③球の体積

④球の表面積

⑤分　割

⑤４／３

⑦将x羅x弩

⑧近　似

⑨円周率

22　　H1　　11　　　22　　0　　　2　　　0　　263
－　 －　 －　　　　　　　　　　 －

24　　　　　　　5‘1　　　55　　　76　　3　　　2　　　3　　　6
－　 －　 －　　　　　　　　 －

35 ’　344　　　　　　237　　　2　　　5s　　　y ’　　110　201 1
－　 －　　　 －　　　　　　　　　　 －
28　　225　2G7　　　　　2　　3　　5　　0　　2012

－　　　 －
372　　30“　　34　　28　　　　　　　5　　　1　　　213　　1
一　　　 一　　　　　 －
32　19　r　23　28　　　　2　　2　　0

－

33　20　379　21　25　35　　　　4　　6
一　　　　 一　　　　　　 －　　　　　　　 －
!3　11　1 が（’15　1413　M　14　　　　4

373　　25　　3711　1412　26　　34　　34　　18
－　　　 一　　　　　 一

３

３

７

３

３

１

１

２

３

造の鱗接箇所番号を示し、下線は事前事後それぞれの認知構造の隣接箇所を示す。また、

意味度は内容構造の各キーワードに集まる隣接箇所を表す結線の数を表す。この生データ

からも判るが番号１２の隣接箇所は結線ｶ即前よりも事後が減少している。ほかに、隣接

筒所にしなかったが事後で結線が著しく増加した場所もある。これは、内容榊造の作成に

も問題があったが、それ以上にキーワードの抽出にも問題があったことを示唆している。

これについてはもう一度キーワード分折グラフのところで触れる。

次に、内容構造と事前・事後の認知梢造の距離行列の距離を計算した。その結果は表２

表２　内容柵造と認知構造の距離ｄとＤの値

Ｄ　＼　ｄ
-
内容構造

事前認知構造

平後認知構造

内容榊造　 郭吊忍知　 事後認知

千｡53　　　　｡65丁 二 七

｡27　　　　　｡23
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に示す。結果は認知構造は事前・事後とも内容櫛造に「近い」とはならなかった。むしろ

結果は内容構造から見た場合、事前より事後が遠くへ離れたことも指摘される。この意味

では本授業は成功的ではなかった。しかし他の分析と併せて判断する必要がある。

次に、Ｐ－Ｐグラフを図２に示す。グラフ型は1V型と判定できる。変容係数βI＝｡70、

β2=＝｡81で高いので、IV型と言ってもかなり成功的と言える。ここでも隣接箇所１２番が

特異な存在になっていることが粉腿的に示されている。この隣接箇所がないとすれば、本

授業のＰ－Ｐグラフの型は11型であったと推察できる。

このほか階差Ｐ－Ｐグラフ、重みつき内容構造に関する分析．ＥＧグラフ分析をも実施

しているが省略する。

次に、キーワード分析グラフを図３に示し、考察する。グラフの中で大きな丸○は隣接

醐所、小さな丸　は非隣接箇所に相当する。もちろん。内容梢造のそれである。隣接箇所

Ｓ で,ａｎ ｄ ．３ｒ ｄ　 ｐ －ｐ　 Ｇｉ ａ ｐｌ，

７孔17r･c1　1

ｒ‘ Ｑｕｃ･ Ｉ　ｓ ｓ　Ｑｆ　ＱＩ（

１ ｙ　；　 ２

ｒ　＝　　，113086

ｙ　＝　　．123966　 ｘ　を　　６９.９９６９

ｂｅｔａ　ｌ　＝　．699969

b ｅｔ１５　２　　＝　．７９９０２１

注意円
注意円

:５ ４φ

７　 ●

１０　 哺謔

１１　 申１

１２　 袖姉

り ， ●●

の巾心
の半ｌ

＝（

Ｓ

25 、641

32.05 Ｃ5

図２　Ｐ－Ｐグラフ

番号１２番（円周率一球の表面積川 ま負の値であるし、７番（球の体積一球の表面積）も

低い。どちらも「球の表面積」が関係している。ここでは、球の表面積を用いて体隋を求

める部分の授業が、ブロトコールをみると僅かに５分だけで、徹底しなかったことから由

来すると考えられる。

-･･-方、隣接箇所ではなかったが高い得点になったのは、４／３一円周率、４／３－（半

径）３、４／３一円柱、等かなり多い､、４／３にかかわって円周率とか（半径）3は、球の

体積の公式が陰にあるように見える。このようなことから、キーワードとして公式の一部

をとる時、この場合の４／３のようなキーワードをとる時、内容構造にその公式の他の要

素を加える必要があることが示唆される。しかし、４／３と円柱が高くなったのは数学の

論理に反する誤解が生徒に植え付けられた心配がある。ここに授業の中で徹底されていな

いことが示唆される､、このグラフの所見としては、母近似から連想するキーワードが少な

いことが指摘される､、これは、近似がキーワードとすること自体が本授業の目的にかなっ

9-
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図３　キーワード分析グラフ

ていなかったのでないかを示唆している。これをキーワードにすることを積極的に考える

のだったら、それをもう少し授業の中で強調される必要があった、と考える。

このキーワード「近似」の特異性は孤立語からも判る。事有串:後を通して「近似」、事

後では「球の表面積」が孤応洽になった。授業のプロトコールを見れば、教師は「近づい

ていく」とは言っているが「近似」とは一度も言わなかった。また、「球の表面積」は、

せっかく準備したシートも時脚開 れになって十分には消化できないでしまった、こと等か

ら由来していると考えられる。

さらにＰＣＳＤ－Ｓも同時におこなっているが、とくに新しい知見が得られないので省

略する。

５ 結§甚

区分求積法を利用して球の体積や表面隋への取り組みはパソコン利用としては１９８８

年度以来である。８８年度の扱いは、かなりこまやかで円柱による近似も偶数個と奇数個

の円桂と分けたし、外接円柱と内接円住に分けて両方の極限値カレ 致すると球の体積にな

る、という数学的な考えで行つた。

これに対し今回は、外接・内接に分ける代わりに各円柱の高さの半分のところで、球と

交わつているような円柱群に簡略ｲﾋした。このような簡略化を試みたのは初めてである。

そのとき、各円柱の底面の半径がいるが、それらはあらかじろ値として説明抜きで匯面に

表示した。つまり、三平方の定埋の部分を飛ばしてある。その代わり、その後に各円柱の

体漬の計算、それらの合計として球の近似値を求めるところは生徒持参の電卓で計算させ

て授業を進めた，もちろん、画面表示の半径
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じめ屯卓で求めた値を川いていることは前に触れた通りである。このような電卓による計

算という手作業を利用したことで、三平方の定理を飛ばして、天下り的に半径の値を示し

たことに対する違和感というか、納得に対する抵抗はでなかった。もう一つ、パソコンの

ブラックボックス的扱いを、竃卓という生徒の手作業で顕在化した点を強調したい。ある

見方ををすると、生徒の関心を各円柱の底面の半径を求めるということから、電卓という

手作業的な方向に授業の流れを変えて、そちらに関心を振り向けたことになる。こうすれ

ば、生徒は各円柱の半径はパソコンが求めたよ、と言っても詮索する気が起こらなかった

と思われる。この方法も三平方の定理を飛ばす有力な方法と考えている。また、各円柱の

底面の半径の説明に、高さの中点で球と交わるところとしたことも、結果的には生徒への

説明の簡略化に繋がった。これは高校の定柚分の説明で、各長方形の縦の長さをとるｘの

値をとるのにリーマン積分とはことなり、左端のｘの関数の値をとるとした考え方と同じ

と考えて実施したものである。

本授業の評価であるが、Ｐ－Ｐグラフ型はIv型であるが、変容係数が優れているので、

大体として、やや成功的である。しかし、距離法からは成功的でなかった。しかしこれは、

キーワードの採り方、採川した内容構造（従って指導案の授業目標）と実際の授業の流れ

のずれ（事後認知構造の孤立語の出現）から起因したことも見逃せない。指導案通りいか

なかったことからＰ－Ｐグラフがrv型になったと言えるだろう。

授業者は「近似」という語を一度も使わなかったと言ったし、「球の表面積」の部分は

時間がないと言ったが、これが、Ｐ－Ｐグラフ分析の結果に反映してくることが、本研究

でも明らかになった。このことは、一連のＰ－Ｐグラフ分析、さらにはＩｗＡＴ利用のｃ

ＡＴＩ法が的確に授業を捕らえている、という証拠をさらに一つ付け加えることになる。

総合的なことを言うと、本研究はコンピュータ利用の授業では、従来はコンピュータだ

け、コンピュータと模型の利用等があったが、今回は初めて、電卓を取り入れ、「コンピュ

ータと電卓｡」の併用の授業としたことが。筆者のところでは新しい試みであると言える。
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