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非 数 学 科 学 生 の 数 学 教 師 教 育 に っ い て

佐伯　 卓也（山形大学講師・岩手大学名轡教授）

概 要 数学科出身 の教師（研究者）の数学観は，一応は数学はjlj斟々=

に思惟だけの学問 であり，矛盾がない限り数学は存在する，という

ものである。これが実験等の実体がなければ 意味がないという，自

然科学 との大きな違 いになっている。このことが数学教竹の学会や

研究会で議論がか み合わない原因になることがある。このようなこ

とがないようにするためには教師教育の在り方はどうすべきか，を

示し，その方策として，特に工学部等の非数学科出身の数学教師教

育の指針の提案を試 みる。

［キーワード ］専門 の数学観，数学教師教育，大学数学教育，数学科教育法

１　はじめに

1996 年７月日本科学教育学会第２０回年会（広島市）で，筆者が，ささやかな類推

教材の研究を発表した。当該分科会は「教師教育２」であり，教育工学関係者の出席が多

く質問も特に工学部で講義する数学に集中した。その時，数学という学問の認識にずれが

あることに討論の過程で気付いた。つまり，数学の専門家だけなら数学の認識にずれがあ

ることはあまりないので，今まで気づかないでいたわけだが，この時は教育関係の学会と

言っても教育工学者が多く，いろいろの学部出身の人が入っていたからである｡

さて，このずれの問題だが，足立（1992）は，多少厳しい発言だが明確に Ｆ‥ ・本格

的な数学の教育を受けた人とそうでない（いわゆるまったくの素人）との違いはこのあた

りにある。 ‥ ・r 矛盾しなければ存在するとしても，ちっともかまわない｡1という思想

‥ これこそが思惟だけの学問である数学と，しがみつかねばならぬ対象（物理なら自然

現象）を持った学問とを区切っている，大きな違いである（pp.162~163）」と発言してい

る。

確かに，中・高校の数学教育の現場では，数学の教師には数学の専門教訂を々けた人だ

けでなく，工学部やその他の出身の人などいろんな人々がいるが，中・高校水準の数学教

育では，数学そのものの内容性格から，普通あまり問題にはならない。しかし，大学水準

の数学教育になると，どうしても「数学は思惟だけの学問である」という認識が明確にな

る教材が含まれてくる。従って，学会参加者の「数学」の捕らえ方の差異がある時は，数

学そのものの理解の差が顕在化してくるのであろう。

本稿においては，この数字観，特に数学教師の持つ数学のイメージないしは数学観につ

いて取り上げて論じてみたい。

２　専門の数学観

本稿で大学の「数学科」と言うとき，理学部数学科と教育学部数学科およびこれと同等

の数学を講載するコースをさすことにする。それ以外のコース，たとえ理工系学部内でも，
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数 学 科 以 外 の 理 学 部 諸 学 科 や 工 学 部 諸 学 科 等 は 非 数 学 科 と な る 。 次 に 専 門 の 数 学 観 に 触 れ

る 。 専 門 の 数 学 観 と は ， 一 応 ， 現 在 数 学 者 と 言 わ れ る 人 々 ， 例 え ば わ が 国 で は ， 日 本 数 学

会 会 貝 の ほ ぽJ 岬j ’し て い る 数 学 観 で ， 「 詮 ？ は 形 式4 議 （ 公 司1 主 義 ） の 立 場 で 思 考 し ， そ

の 内 容 は 公 理 系 と 言 う 若 干 の 命 題 群 か ら 証 明 に よ り 得 ら れ る 定 理 と 言 う 命 題 群 の 一 大 体 系

で あ り ， そ れ ら 命 題 は お 互 い に 矛 盾 し な い 限 り 存 在 す る ， ヒ ト の 思 惟 に よ る 生 産 物 で あ る 」

と 見 る 数 学 観 と し て お く 。 こ れ は ま た ， 内 外 の 数 学 専 門 雑 誌 ， 日 本 な ら 例 え ば 日 本 数 学 会

のJo ｕｍ ａｌ ｏｆ the Mat ｈｅｌａtｉｃａｌ Ｓｏｃｉｃty ｏｆ Ｊａｐａｎと かTo  llokｕ Mat ｈｅｍａtical Jo ｕｒｎａｌの

掲 載 の 査 読 に パ ス す る 論 文 を 執 筆 す る 時 の 数 学 観 と も 言 え る 。 こ の よ う な 数 学 観 を 今 後 は ，

「 専 門 の 数 学 観 」 と い う こ と に す る 。 非 数 学 科 の 学 生 で も ， 数 学 科 等 で 専 門 の 数 学 を 受 講

し て い る 間 に ， 専 門 の 数 学 観 を 持 つ に 至 っ て い る 学 生 も 少 な か ら ず い る こ と を 指 摘 し て お

く 。

３　先行研究と研究目的

中・商校の数学の教師という時，所有すべき資質・能力は，まず，数学の専門的知議，

専門の数学観，そして何よりも大切なことは，数学が好きであること，数学に対する情熱

を持つことであろう。

土谷他（1996）は大学生の実態を調べて，数学を好きになった理由として，「問題が解

ける」をあげ，数学の魅力として取り上げている。その上（数学は）「理解できない→嫌

い」を指摘している。

公田（1996）は学生生徒が，数学を難しく感じた段階で，特に大学生について，微積分

では，理系は級数，偏微分，重積分をあげ，文系でも偏微分，指数関数・対数関数の微分，

合成関数の微分をあげている。また，線形代数では，「ベクトル空間」としていることを

報告し，いずれの場合も，抽象化を急ぎ過ぎているので分からなくなるとしている。

本研究の目的は，特に理工系の非数学科学生で教貝を志望する学生に対して，数学を好

きになるように学習させ，その上，専門の数学観を柚え付ける方法について提案し，考察

することである。

４　非数学科学生対象の数学教材

筆者の，1960 年頃から1995 年まで工学部学生対象に行っていた教養課程の線形

代数・微積分と専門課程の工業数学，1980 年頃から行っていた数学科教育法の講義お

よび演習の経験，特に1985 年からのＫＴ法（キー・ワード法，夏期年会の資料，倒 白

（1996c）参照）利用の経験から，専門の数学観という観ａで要点をとりあげて見よう。

4.1 旧教養課程の数学　まず，工学部の数学教育は初めに線形代数と微積分が行われる。

線形代数では，行列や創 可ベクトルを扱った後に（前期セメスターの終わり頃），公理的

な線形空間が出てくる。ここは数学の公理主毀の最初の扱いなので（調べてみるとここか

ら数学が分からなくなると言う学生が多くなる）筆者はいつも「ここからの数学は，今ま

で高校で学習したときの数学の考え方を変えて，数学は純粋に思惟の学問なので，導入し

た公理命題以外は使って証明してはいけない」と述べて，公理主義ないしは形式主義の考
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え方を吹き込むことにしていた。それは，ここが専門の数学観を指導する場所であると考

えるからである。

一方，微積分では，線形代数より先になるが，極限とか連続の導入のとき，［これをや

ると数学嫌いが増えるのだが］と前沢きしｃ－δ式論法を導入し， １この方法だと，あい

まいなr 限りなく大きくなる｡1とかr 限りなく‥ に近づく』などの言葉を用いないで済

む」として，∀やヨの記号を川いて，例えば“（∀ε＞0）∃δ＞o:　lx-al くδ⇒lf（ｘ）

-f（ａ）｜く ど 力く「関数f（ｘ）が ｘ＝ａで連続である」の定義と言って，現代数学のやり

方を強調して指導していた。さらに，ε－δ式論法がないと定義できない一様連続の概念，

連続関数だがいたる所微分できないワイエルシュトラスの例，リーマンの積分のfμ£定理

等にも触れていた。

4.2 非数学科の数学科教介法 岩手大学工学部・詐ｷﾆ部では，かつて数学科教町法の受

講生は教育学部の数学科教育法の授業時間に学生が来て，教育学部の授業に合流してなさ

れていた。ところが，1985 年になり，農・工学部の受講生が急増して，対応ができな

くなり，工学部でl如lに数学科教育法が開講された。これが幸いして，工学部fμＵヽt象の

数学科教育法を考えるきっかけになった。

そこでの内容は，ＫＴ法に基づき，トピックを選んで２単位分は数学科らしい内容の講

義と演習を行っていた。その中に幾何学があった。ここではヒルベルトの昭 可学基礎論か

ら，ヒルベルトのユークリッド幾何の公理系について，その無矛盾性と独立性等のヒルベ

ルトの証明の仕方に触れている。特に，無矛盾性では，ヒルベルトは実数の無矛盾性にお

んぷした形で証明していることを強調した形になっている。

ここで改めて提案したいことがある。それはこの問題に関連して有名なゲーデルの不完

全性定理に関するトピック（吉永,1992:足立,1992:田村,1993）を，２０世紀の数!7=の思

想的な内容として，ヒルベルト，ラッセル，ブラウエルのそれぞれの立場から触れ，その

咬rtlで，ぜひ講義に取り入れたいと言うことである。

筆者の幾何学の基礎の講義のヒルベルトの方法も，実際には，実数の無矛盾性は示され

てはいない。つまり，ヒルベルトのユークリッド幾何の公理系の無矛盾性は実数論が分か

らないので不明になる，と言う限界が明らかになる。その上でゲーデルの不完全性定理

（１と２）について示すことは意味があると考える。また，これに関連して学生にヒトの

知能の限界があることを考えさせてはどうか。その時同時に，ヒトにこのような知能の限

界があることが明らかになれば，現在の数学はいかに完全に見えても，それはいつかは乗

り越えられる，と言うヒトの無限の可能性をも保証している事実に注目させるべきだろう。

付け加えておくべきことは自然数論はその後，自然数論の範囲外での無矛盾性の証明は，

最初にゲンツェンが！９３６年に成功していることにも触れたい。

4.3 フェルマーの大定理　 フェルマーの大定理（また は予想）はワイルスによる証明が

1995 年２月１３日にlnl違 いがないことが確認され，フェルマー以来３６０年余を へて，

最終的に「定理」になったという事実は，取り上げること も提案したい。よく知られてい

て，ここで述 べる必要はない が，念のため記しておく。フェルマーの大定理とは

“ｎが２より大きい自然数であれば，ｘ＾十ｙ’こｚ’という方程式は自然数解ｘ，ｙ，

ｚを持 たない’
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というものである。筆者はこの証明の過程で使われた楕円舶線なる３次の代数曲線が，楕

円関数の　 関数でパラメトライズされていることから，ワイエルシュトラスの　 関数で

はないが，同じくヤコビの実変数手創月関数 ｓ11関数の定義を類比推論法 のベースにして類

比教材つまり類比推論法のターゲットとして，ｓill，。s 等の三角関数，ｓin11，ｃｏｓh 等の

双曲線関数を “ある種の無理関数の不定積分の逆関数”として定義され，いろいろの公式

が同様に導かれる教材を取り上げている（佐伯 バ996bc ）。特に ｓin を求 めたとき，こ

れを類 比推論法のベースとしターゲットには再び，ｓｎ，ｃｎ，dn 等ヤコピの楕円関数の定

義をし若干 の性質について触 れた。筆者は大学数学の教材としてフ ェルマーの大定理が証

明さ れる過程で・ 要な役目を演じた枡円関数を取り上げることの意義を強調したい。 渡辺

（1996 ）が楕円関数論から見た初等超越関数論をとりあげ柵島県立女子高校でF サロン 。

ド・すうがく」を開いたこと，筆者の類比教材の考えと も関連するので興味深い。

乙 ６

4.4 高校数学の中の例　大学数学でないが，高校数学の中にも専門の数学観の出現場面

の例を示しておく。これは，特に非数学科学生の数学科教育法で扱う内容例であり，特に

演習に適している教材であることを強調しておく。

例えば数学Ｂの1‾虚数」と「複素平面」は，高校ではどんな扱い方をするか，を別にす

れば，F 数学は思惟だけの学問」という立場の教材例になる。実際，指導要領の解説書で，

正田・茂木（1992）は，この事実に触れ「実数までの数の拡張については，・‥ 実在す

るモデルがあり，そのモデルに合わせて理論を構築すればよかった。しかるに，虚数は想

像上の産物であり，実在するモデルはない。‥ ・ここでは，二次方程式が常に解をもつ

ように数の範囲を拡張するという立場から，複素数を導入し，その代数的側面，次いでそ

の幾何学的・機能的側面をも学習する。 ‥ ・（生徒は）そのとき，初めて，想像上の数，

虚数を実在するものとして認知することができるだろう」（実際に認知は簡単ではないと

思うが）と述べていることを指摘しておく。

５　 未来数学教師｛prｏｓｐｅｃtiｖｅ ｓth ｓａticｓ tｅａｃｈｅr｝のための数学の授業

数学が好きになるためには。数学の内容が理解できてかつ問題が解けることが先行研究

から示唆される。そのためには，例えば線JS 空間や，偏微分等の概念の指導の時は，その

分からなくなる原因をつきとめなければならない。原因の一つに，学生の数学的経験に対

して抽象過ぎる内容を，しかも短時間のうちに教えることにあると考える。このためには，

授業 の進め方は，（0 細かいステップに分けること，②出来 る限り懇切丁寧 にすること，が

考えられる。筆者はよくかつての「考へ方研究社」の著 作精神，すなわち，説明は細 かい

ステップで くどいくらい繰り返して説明 することを提案している。これと同時に，一つの

トピック，例えば位相空間の基礎では，位柑空間が類此教材 のターゲットなら。そのベー

スを，学生 の経験した範汲|の数学のモデルとしての内容，例えばユークリッド平面 のε-･

近傍とそれから誘導される開集合の例をベースにして考える等，また，線形空間なら，ベ

ースとしてはやはり幾何ベクトルの座標表示したものを用いる等，言わば先行オーガナイ

ザ的 なものの活用を実施してきた。この対応である程度進んだら。残りは演習問題にして。

学生 に解かせる工夫をする，そのときは筆者のＯＭ法（筆者の別項，佐伯，1996e 参照）

を用いることでの対応を考えている。その時は数学は自分で作り上げることを薦めて，創
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造の喜びを経験させることに努める。

以上，ここで示したことは，抽象的な数学トピックの指導のためには。学生の経験した

範囲の数学によるモデル（よく言われる現実の例ではなく，数学の範囲での例）を（類比

教材としての）ベースとして学生に考えさせる。もう‥-つは抽象的な数学は，できる限り

小ステップに分けて，いちいち各段階を確かめて，時間をかけて懇切丁寧に，指導するこ
とに要約されるだろう。

６　 結び‥　 考察にかえて

前節では一一般 の数学の，特に抽象ln:の高い内容の数学の教授法 の試論的なことについて

触れた。 さらに非数学科学生対象にして専門の数学如を認識させるための数学科教青法の

内容についても記した。たまたまヴィザール他のプロジェクト・ワーク（Ｐｗ法）に接し

たこともあり，これから大学数学教yｓf 究に取り組むことが緊急 かっ必須な課題になって

いることを痛 切に感 じたからである。

ところで，現実に。中・高校の数学 教師の出身大学は。解放院免許 制度のわが国では非

数学科出身の教師が多数いる。かれらの中には専門の数学観を持つ機会のなかった教師 も

含まれると考えられる。このため非数学科の米来数学教師に も，専門の数学如が育つよう

な授業 の内容および数学科教育法の扱い方を示してきた。もちろん。 専門の数=7徊 の育成

を考えるならば，ここで触れた内容は僅かな例に過ぎない。大学の数学関係教官に，是非

明“1の数学観の指導についての拠11;ヽを高め，意識してのよりよい実践・研究がなされるこ

とを即丿待している。

最後に，数学科教育法以外の一般の大学数学 の演習の形態は，1985 年j1月以来の山

形大学における経験から学ぶことが多かったことに触れ，機会を与えて戴いた111形大学 の

教官と学生 に感謝したい。
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ｌａｋｕya S λEKI

Lect ｕｒｃｒ， ＹａｌＢａｇａta Uni ｖｅrｓi ty : Pr ｏｆｅｓｓ(1r Ｅｌｅｒi tｕｓ， lｗａte Uni ｖｅｒｓity

(Ab ｓtｒａｃted)

Ｔｅａｃｈｅｒｓ being g ｒadｕａtｅｓ fｒｏｌ ａ ｌａthe ●ａtic ｓ in ｓtit ｕtｅｓ， they ｕｎｄｅｒｓtａｎｄ that

ｌａthc ｓａtic ｓ i ｓ a p ｕrely tllinkil 呪di ｓｃｊｐｈ ｎｃ ａｎｄ that 羞ａtｈｅｌａtjc ｓ ｅｘiｓtｓ ａｓ a di
－

ｓｉｐｈ ｎｅ ａｓ ｌｏｎｇ ａｓ it ｄｏｅｓ ｎｏt (χ)ｎtａｉｎ ａ ｃａｌtｒadict ｉｏｎ.Thi ｓ is a g ｒｅａt diffe ｒｅ-

【】ｃｅ ｆｒｏ{x}ｏthcr ｎａtural ｓｃｉｅｎｃｅｓ.

ln the p ｒｅｓｅｎt papc ｒ， ｗｅ sｈａＨ ｓlK)●ａ ●ｅth(ｘｉ ｏｆ ｌａtｌｌｅｌａtic ｓ tｅａｃｈｅｒ ed ｕｃａtｉｏｎ

ｏｆ ｓtｕｄｅｎtｓ ｉｎ ｎｏｎ一皿t ｈｃｌａtic ｓ ｃｏｕrｃｅｓ.
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