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秋川工業高等専門学佼　　Ｔ. 藤　　幹

１．はじめに

第４学年のあるクラスで，ラプラス変換を用いて微分方程式を解

く方法を指導していた際に，有理関数を部分分数に分解をすること

のできない学生が以外に多いのに驚いた。現在使用している教科書

口]によると，部分分数分解を始めに学ぶのは，第１学年の始めの

ほうで，恒等式の項目においてである。

[例Ｉ] 次の式が恒等式となるように，定数ａ，ｂ，ｃの値を求

めよ。　2ｘ／(ｘ－Ｄ(ｘ2＋1)＝ａ／(ｘ－1) 十(bｘ十ｃ)／(ｘ2十I)

時間的な制約もあってか，鳶 科書では，分解された形を示して係

数を求める方法を述べている。すなわち，ここではなぜそのように

分解されるのかについては説明されていない。恒等式の意味を理解

するのにはそれで十分というわけである。もちろん，教師が指導し

なければならない。その次にまとまって現れるのは，第２学年後半

に有理関数の積分を学ぶときである｢21．

[例２] ①次の等式が成り立つように定数ａ，ｂ，ｃの値を定め

よ。 1／ｘ(ｘ－1)2＝ ａ／ｘ 十b ／(ｘ－1) 十 ｃ/(ｘ－1)2

②不定秘分f1 ／ｘ(ｘ－1)2dx　を求めよ。

ここでも，なぜこのように分解されるのかについての記述はない。

部分分数分解ができなければ，有理関数の積分の計算ができないわ

けである。すなわち，積分を学ぶときまでには，部分分数分解を十

分に指導しておくべきであると考える次第である。それも，こうい

うときはこういう形でという指導の仕方では，そのときに出来ても，

時間がたつと忘れてしまうということになりかねない。やはり，な

ぜそういう形で出来るのかという理由をしっかり理解させるべきで

あると思う。

いろいろな教科書を調べてみても，部分分数分解についての系統

だった指導法についての記述は見受けられなかった( 最後に載せる

参考文献参照) 。

以上の考えから，ここでは，先に述べたクラスの学生に部分分数
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分解かどの程度のできるのかを調査し，それから理解不十分である

理山を類推し，さらに，具休的な指導方法についての私見を述べる。

２。調査および結果

まず，クラス３９名に，記名で，次の５つの有理関数について部

分分数分解を計算してもらった。時間は５０分。手元にある本，ノ

ート類は何を見てもよいことにした。

①（３Ｘ＋1 ）／（Ｘ－１）（Ｘ＋2 ）

②（２×２＋7X ＋2 ）／（Ｘ＋1 ）（Ｘ＋2 〉

③（Ｘ２十Ｘ－３）／（ Ｘ＋1 ）3

④（X3 － X2＋5 ）／（ Ｘ２十Ｘ＋1 ）２

⑤（Ｘ２－２Ｘ－１）／（Ｘ－２）（Ｘ＋2 ）2

各問題において，分ほを既に因数分解された形で与えたのは，部

分分数に分解する簡所に的を絞ったためである（中には因数分解が

まともに出来ない者もいる。分ほを因数分解することができるとい

う前提で）。結果は次のとおりである。以下においては，正解の割

合を「正解率」，求め方は正しいが，途中の計算ミスなどで正しい

答が得られなかった場合を「不完全解率」，これら以外（無答も含

めて）の割合を「誤答率」ということにする。

IT①について1 正解率５１％，不完全解率３０％，誤答率１９％

［②について］正解率１１％，不完全解率２２％，誤答率６８％

［③について1 正解率２４％，不完全解率２７％，誤答率４９％

［④について1 正解率１１％，不完全解率１１％，誤答率７８％

Ｅ⑤についてj 正解率１６％，不完全解率２７％，誤答率５７％

この誤答率のデータから，まず部分分数分解という事柄自体がよ

く理解されていないことが読み取れる。①のような最も単純な問題

以外については，厳しい数字である。解答用紙回収後に，複数の正

解例を示し，「その求め方で良いという理由を理解しているつもり

であるかどうか」を，挙手により全員に意識表示させたところ，

「理解しているつもりである」

と答えた者の割合は，各問題に対して，それぞれ，

①３８％。②３％，③８％，④Ｏ％，⑤８％

であった。この数字は，「意味は分からないが，どういう場合には

どのように置く」といった形式的な暗記学習で済ませている学生が
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多いことを示しているのではないかと思う。このような学生は、桝っ

た当時はテ ストの点数は良いかもしれないが、忘れてしまうことも

速く、時間が経ってから、いざ実際的な問題に応川しようとしたと

きにそれが出来ないということになりかねない。また、正解率と不

完全解率の数字から、学生の計算力の低下が読み取れる。

３。指導方法について

以 上の考察から， 部分分数分解についての指導法として，次のよ

うな方法を考えた。

（1）代数学の基本定理
一

今回 の調査問題から省いた部分ではあるが，分母を因数分解する

ことについて も，まず理解しておいて欲しいことがらとして，

Ｐ（ｘ ）を実数係数のｎ次の整式 としたときに，「Ｐ（ｘ）は高々２次

の実数 係数の整式の積として表 される」という事実である。これは，

次のように説明すればよい。

まず，代数学の基本定理 から，「方程式Ｐ（ｘ）＝Ｏは少な くとも

１つ解αを もつ」（これは「後日，複素関数論（本 校においては第

４学年；応用解析）を学ぶとき「複素数の関数の積分」という項目

で証明 される」と説明: 参考文献目OD 。 この事実と次の事柄から，

納得が得 られると思う。

（ｉ）解αが実数の場合には，因数定理により，Ｐ（ｘ ）は（ｘ －α）

を囚数にもつ。

（ii）解αが複素数の場合には，α＝ｐ 十ｑｉ（ ｐ，ｑ：実数，ｉ ：

虚数単位）と置くと，共役複素数 β＝ｐ－ｑｉもＰ（ｘ）＝Ｏの解で

ある。この事実は例えば，Ｐ（ｘ）＝ａｘ３十ｂｘ２十ｃｘ 十ｄにたい

して実際に計算させて納得させればよい。そして，α，βが共に解

なのであるからＰ（ｘ）は

（ｘ －α）（ｘ －β），すなわち，２次式 ｘ２－２ｐｘ 十p2 十ｑ２

を囚数に もつ。　したがって，（ｉ ）と（ii）より。

Ｐ（ｘ ）＝∂Ｈ（ｘ 十αｊ （`ｘ２十β。ｘ 十7 。）t`

のように囚数分解される。 ここで，　αｍ，　β。，　7。，　δは実数で，

ｋ＝ｋ（ｍ）とｈ ＝ｈ（ｎ）は自然数でｋ 十ｈ ＝ｎ， Ｈはｍとｎについ

ての積を表す。
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(2) 分 子 は 分 母 よ り 低 次 数 に す る こ と

ｰ　㎜㎜　■ 一一
分子が分母より低次数でない場合には，分子を分母で割ることに

より，分数式の分子を（次数が低いという意味で）より簡単な形に

変えることができるということを，例えば②のような問題で確認さ

せる。このとき，大切なことは，｛整式（割り算をした場合の商）l

十｛余りが分子である分数式｝となることをよく理解させることで
ある。

（3）問題①に対して

（３ｘ＋1 ）／（ｘ －１）（ｘ ＋2 ）＝Ａ／（ｘ －１）十Ｂ／（ｘ ＋2 ）と

して定数 ＡとＢを求めるのが基本であ るが，分母を払 って ３ｘ 十Ｉ

＝Ａ（ｘ＋2 ）十Ｂ（ｘ －１）とし，恒等式の考え方から両辺の係数を

比較 して求める方法（学生 の大半はこの方法であった）と， 両辺 の

ｘに適当な値（ここでは，ｘ＝１とｘ＝－２）を代入して求める方

法がある（この方法で求めたのは１割位の者）。後者は元の問題の

分母を Ｏとするよ うな値であるので，この方法で も良いことについ

て若干の説明が必要である。 また，後者の方法で数値の代入後に数

値の計算を せずに， Ａ，Ｂを表現してみることにより，最 も簡単な

方法である，

（与式 ）＝［（ ３ｘ＋1 ）／（ｘ＋2 ）］ｘ･-
１／（χ－１）

十［（ ３ｘ＋1 ）／くｘ－１）］
い-２

／（ｘ＋2 ）

の成り立つことがわかり， この方法は暗算でＡ， Ｂを求 めるこ とか

できる便利な方法である。

（4）問題③に対して

（ｘ２十ｘ －３）／（ｘ＋1 ）３

＝Ａ／（ｘ ＋ｌ ）十Ｂ／（ｘ 十！ ）2十Ｃ／（ｘ＋1 ）3

とおいて， 定数Ａ， Ｂ， Ｃを求めるのであるか，この置き方に至る

過程が大切であり，また，その過程をたどることで分解が簡単にで

きて しまう。すなわ ち，ｘ ＋1 ごｔ．ｉ．ｅ．ｘ＝ｔ－１とお くと，
与式は

｛（ ｔ－Ｉ ）２十（ ｔ－１ ）－３｝／ い

＝｛１／ｔ｝－｛１／ｔり ー｛３／ｔ勺

となり

これと

＝｛１／（Ｘ＋1 ）｝一目。／（Ｘ＋1 ）２｝－｛３／（Ｘ＋1 ）勺

Ａ，Ｂ， Ｃを用いないでも分解ができてしまうのである。

同様なのが次の場合である。
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（5）問題④に対して

（ Ｘ３－Ｘ２＋5 ）／（Ｘ２十Ｘ＋1 戸

＝（ＡＸ 十Ｂ）／（Ｘ２十Ｘ＋1 ）＋（ ＣＸ 十Ｄ ）／（Ｘ２十Ｘ＋1 ）2

とおいてＡ，Ｂ，Ｃ，Ｄを求めるのが一般的であるが，なぜこのよう

に置けるのか理解している学生 は少ない。右辺 第１式は分母が２次

だから，分子は高々１次であ るということはよい。 しかし， 第２式

の分子も１次式でよいというのはなぜか。学生が疑問に思う点はこ

こであ る。この疑問を解消し，しかも，その経過をたどることによ っ

て分解 ができてしまうとい うのが，次に述べる方法である。

分数というのは割り算を表現 したものであるから，いま，（Ｘ３－

Ｘ２＋5 ）を（X2 十Ｘ＋1 ）で割ってみると，商がＸ－２で余りがＸ

＋7 である。　したがって，

（Ｘ３－Ｘ２＋5 ）＝（Ｘ２十Ｘ＋1 ）（Ｘ－２）十（Ｘ＋7 ）

が成り立つ。ゆえに，

（X3 －X2 ＋5 ）／（Ｘ２十Ｘ 十Ｉ ）２

＝（Ｘ－２）／（Ｘ２十Ｘ＋1 ）十（Ｘ＋7 ）／（Ｘ２十Ｘ＋1 ）2

とたちどころに分解が完了するわけである。余りは割る式より次数

が低いというのが，前述したＣＸ十Ｄでよい という理由になってい

る。この問題より難しい問題として，

（X5 ＋2 ×４－Ｘ）／（Ｘ２十Ｘ十ly に

を部分分数に分解してみる。

（XS ＋2 ×４－ Ｘ）を（Ｘ２十Ｘ＋1 ）で割ると，商がX3 十Ｘ２

－２Ｘ＋1 で余りが－１である。この商を再び（X2 十Ｘ＋1 ）で割

ると，商がＸで余りが－３Ｘ＋1 である。このことは，

（XS ＋2 ×４－ Ｘ）

＝（Ｘ２十Ｘ＋1 ）（Ｘ３十Ｘ２･-２Ｘ＋1 ）十（ Ｘ－１）

＝（Ｘ２十Ｘ＋1 ）２Ｘ十（X2 十Ｘ＋1 ）（－３Ｘ＋1 ）十（ Ｘ－Ｉ ）

であることを示しており，結局，

X2 十Ｘ＋1　 ）Ｘ５＋2 ×４　　　　　　－Ｘ

∧牛 二 言
ｘ／(ｘりx1 1 ) 十(-3 ｘFI)／(ｘ24･ｘ41)2 －I ／(ｘ21ｘｎ)3

のように分解できるということを示している。
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(6)問題⑤に対して
一

分子は分母より低い次数であることから。部分分数分解された形

は Ａ／(Ｘ－１) 十( ＤＸ十Ｅ)／(Ｘ十Ｉ)２　；Ａ,Ｄ，Ｅは定数

である。さらに，この第２式は③で指導したことから，

Ｂ／(Ｘ＋1) 十Ｃ／(Ｘ÷１)２の形となり，結局，初めから

Ａ／(Ｘ－Ｉ) 十Ｂ／(Ｘ＋1) ＋Ｃ／(Ｘ＋1) ２　；Ａ,Ｂ，Ｃは定数

と雄けば良いことが容易に理解されるものと思われる。

４．おわりに　　　一度学んだ事柄が，時間が経ってしまうと，教

科書を見直しても，分からないというのは，忘れてしまったという

よりは，学んだときにしっかりと理解をしていなかった。公式に当

てはめるだけで，その公式のもつ意味を十分に理解していなかった

といえるのではないか。時問的な制約もあって，すべての事柄を十

分に理解することはなかなか難しいことではある。しかしながら，

これだけは，きちんと到1解しておかなければ，後で応用するときに

困るというものもある。そういうところを指導者はきちんと見分け

る必要がある。その１つの例として，部分分数分解をとりあげ，そ

の指導法について述べてみた。考え方そのものが，解法であるなら

ば，一度理解してしまえば，時間が縄ってもそう筒単に忘れるもの

ではない，仮に忘れてしまっていたとしても，自分のものになって

いれば，もう一度見直すとすぐ思い出すものであると思う。
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