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大 学 数 学系 学生 の Ｓ－ ∂式論 法 の
理解 にっ いて（２）

山形大学講師・岩手大学名誉教授　佐伯　卓也

要約　 筆者の同じ名の論文ではε－δ式論法により,関数の“連続’

ど 一様連続爽の違いをどれだけ理解できるかのデータを集めるた

めに研究を進めた。今度はε--δ式論法を川いるが,関数列の“収束“

ど 一様収束”の違いの理解に焦点化して行った。鮎果は前の結果

に比べて も一一応評価できる結果を得た。
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１　はしがき

理科系特に数学系の大学数学教育では微分積分学の講義の中でε－δ式論法をどう扱うかの

問題に取り組んだ第２報である。第１報の時の経験を生かして授業（解析学ｎで内容は微分柚

分学の続きで。広義積分から無限級数を扱った）を行い，期末試験時にｅ-･６式論法の課題を

入れて調査した。内容は無限級数の中で，関数列としてそれがある種の極限関数に‘収東する

”概念ど 一様収東する’概念の違いについて刑t解させ，テストで正解が出るか否かの形でな

された。学生にとっては，まず無限級数という概念に不慣れなこと，ε-δ式論法に不慣れな

ことがあって，あまり結果を期待しなかったが，一様収束については，予想に反して，まずま

ずの結果であった。この経験を踏まえて，今後ともε-δ式論法の教授の仕方について取り組

まなければならない，と考えると同時に，数学系学生にはε－δ式論法はいつどのように扱う

かが課題になる。

動物学者のＫ．ローレンツは快いものを手に入れ，不快なものを避けることがあまりに成功

し過ぎることは人間とって本当は危険なことであると言う。それは人間の進歩の糸口がそこで

断たれるからである。（井口,1998）。ε-δ式論法のような難解なものも半ば強制的に学習さ

せる意義はここに存するように感じている。

1998年12月19口の新闘の１面トップの記事に，校内暴力2万3600件，中高は倍増過去最多。

学校の徊 課 刻に,とあった。これは敗戦後の日木の教育の総決算を象徴していると批判する

のは容易い。しかし，これをいかにして治めて暴力のない秩序のある学校にし，今後の日本の

社会に寄与していくかを考える時，世の教育に携わる人間は，歴史に学び教育の根本を哲学的

に追求していく必要を痛感する。

Akita University



30 －

2　先行研究と研究目的

Doｒieｒ（199G ）によれば， ε－δ式諭法は大学レベルの数学教育の観点から，ベクトル空間，

群論とならび，現代解析学全般の統一化。一般化概念としてメタ理論に導くツールと言うか，

キーワードと言 うか，それによりいろいろな解析学の理論を纏めて，古い有能感（ｃｏｌrｘ･tｅｎｃｅ）

や知識の要素の再構築（ｒｅｏrganiｚａtｉｏｎ）を導くものとして位 置付けた。

佐伯（1998a ）は教育学部２年次学生を対象に，微積分の講義の終わりに，関数の連続と一

様連続の違いの授業 の知識について調査をした結果，定義については半数ぐらいは理1解してい

たが，応川問題（実 例について示す）は正解は５％程であった。

本稿の研究目的は日本の大学数学系学生 の関数についてのε－δ式論法の理解 の調査に次い

で。関数列についての一様性の理解とε－δ式論法とその使川の程丿斐を知 るためためのデータ

を得ようとすることにある。

３　方法

使用した教科書は岡安他(1988) の微分積分学入門である。対象学生(S ｓと略す) は山形大

学教育学 部の２年次主体の学生で，申告は数学科学生の27 名(男子16 名;女子11 名)であった。

しかし，２月の期末テ スト時では24名( 男子･14名，女子10 名)であった。

授業は毎週１回90 分で行った。岡安他の教科むの該当する部分は５．級数のところである。

そ｡こでの収束はｎ部分和の数列の収束・発散で定義するごく普通の方法である。さらにべき級

数が区間１で一様収束するとは111 ε。＝0 である数列{ Ｅｊ が存在して|Σ 。７ａ，ｘ`‘|≦６.がす

べてのｎとすべてのｘ(ΞＩに対して成り立つこととして定義している。この教科書には補遺が

あって。関数列{f｡( ｘ)} の記述があり，関数f(x) の区間１でのノルム|μ ｈ ＝ｓｕp． ぶ( ｘ)1

で導入し。

μ にfh →0( ｎ → の

であるとき関数列{ に(x)} は関数f(ｘ)にＩで一様収束するという，と記述してある。筆者は

これらの記述を全面的に改め，田島(1943) の記述にならい， ε－δ式論法を用いて述べた。

その要点は，まず関数列の収束の部分は

● ● f｡(ｘ)がCa,bj で収東しその極限関数をr(ｘ)とすれば，α(Ξ[ａ,b]に対し

r,(α),f2(α),Ｇ(α)｡･･･- ・f( α)

であるから，任意の正数εに対して適当にＮをとれぱ

ｎ≧N なるすべてのｎについてlf( ａ)-f.( ａ)|＜ε

を得る。しかし，αと異なるβに対しては一応

r,(β)ｊ,( β),fl(β)｡･･･-･r( β)
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であるが。これをε一一δ式論法で述べれば。任意のIE数εに対して適当にN ’夕･とれば

ｎ≧N’なるすべての ｎについてlf（β）-f｡（β）j・ ε

となり。この場合のN ’は Ｎと一致しない。つまり Ｎのとりかたはεのとりかたの外に点

α　のとりかたにも関係することに注目しなければならない。･･･

一様収束の部分は次の通りである。

これが，αのとりかたに関係しないというのが。一様収束なのである。

定義　 任意の正数εに対し，［ａ,bl のいかなる ｘ をと-１ても

ｎとN ならばつねにlf（ｘ）一一f。（ｘ）1く ε

となるような番号 Ｎが，εのみに関係し ｘ には無関係に浹められれば.f 。（ｘ）は［ａ，b ］におい

てf（χ）に一様収束（ｕnifoｒ● ｃｏｎｖｃrＲｃｎｃｅ）するという。
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実際の授業では，ただの収束と一様収東の違いを数回にわたって強調している。その上，課題

(問)｢0，11において関数列 に(X)＝Ｘｌ の極限関数を求め一様収束か否かを判定ぜよ。

を出題して学生に演習させて説明をしている。

2月6日期末考査をした。該等する設問は次の通りである。

口 １ 閉区間[ ａ,bl で 定義された ｘの関数であるa1( ｘ)(k－1,2.･･･) の無限級数

ａ,(ｘ)十ａs(ｘ)4-a3(ｘ〉1･ ････ 十ａ｡(ｘ)十･･･

が 極限関数 ｓ(ｘ) に｢ 収束する｣ ことをε－δ式論法を川いて定義し。次に ｓ(ｘ) に

1'一様収束する｣ ことを ε－δ式論法で定我し，その迎いを明確に示せ。く注意: ε－δ

式11 法を用いないときは正しくとも減点する)

と言うものであった。次の節で結果を示す。

４　 結果

SSは男女が交じっているが，槃計は男女を区別しないことにする。表１で応答数とそのサン

プル数に対する％を示寸。応答のカテゴリーは研究目的に従ってε－δ式論法の使用状況を見

るため，関数列の収束する，一様収束するともに，４－δ式論法の使川，使用しない，に分け

た。テストは教科書・ノート類持ち込み可なので，一様収束のところはε-δ式論法で書くこ

とが出来ている。注口したことは，番号Ｎがεだけに関係し，ＸＥＩの取り方には無関係であ

る，ということで正解になったのが殆どすべてであった，しかし収束と一様収束の違いは解答

者が少なかったのは，問題の見落としか，その外の事情によると考えられる。区別のところで
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表１　問題 口 」の応答数と人数に対する％

ε-δ使川なし

収束する　　　 ε－δ使用

その他

解答なし

小計

ε－δ使用なし

一様収束する　 ε-δ使川

その他

解答なし

小計

収束と　　　　 ε-･δ使川なし

一様収束　　　 ε－δ使川

の違い　　　　 解答 なし

小 計

ｌ 答
-
9(37.5)

8(33.3)

0(0)

17（70.8 ）

-
O（O ）

16（66.7 ）

0（0 ）

16(66.7)
-
0(0)

4(16.7)

4(16.7)

汎答
1レゝ IJ‾

O（0 ）

1（4.2 ）

6（25.0 ）

7(29.2)
-
0(0)

3(12.5)

5(20.8)

8(33.3)
-
0(0)

1(4.2)

1(4.2)

八≒・合計

9(37.5)

9(37.5)

6(25.0)

0(0)

O（0 ）

19（79.2 ）

5（20.8 ）

0（O ）

0(0)

5(20.8)

19(79.2)

もう一度区間Ｉの点の取り方には無関係にＮがεだけにかかわって取れるとしたものは，　ε－

４式論法利用の正解としているのだか，これが４名だけであった。前の研究でも，関数の連続

と一様連続の違いを指摘した解答も少なかったが，それと一脈相通じるものがあるようだ。

４　考察

本稿の研究でもε－δ式論法を学生に理解させることはなかなか大変であるが，一部には完

全に近い形で理解している学生がいる上，井口の言うように，人間の文明を危険にさらしたく

ないなら，このε-∂式論法の教授法に姚戦し続ける意味があるものと考えられる。

今度の教育課程の改定に関して平林（1998）の発言を見ておく。私（平林）は，これまでの

教育的努力が，カラカラと音を立てて崩れているように感ずる。これまでの，もっとよい数学

をもっと多く学ぱせようという意気込みは，今や殆ど見られない。最近の教育課程の「答申」

なるものはその最もよい証拠である。「子どもに難しいことは一切やめる」というのが，教方

課程作成の基本原理であるかのように見える。「軽減」「削除」「削減」そして後の学年への

「移行」が「教育課程改正」の作業のすべてであるように見える，としている。特にε－δ式

論法は工学系では，数学嫌いになると言う理由で初めにはやらずに後回しにする扱いが多く見
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られることは，今回の教μ課程改正に見られる思想と同じである。しかも，人学ではかなり前

から言われていることである。

しかし高校数学教師も養成する数学系の諸学科では。微分積分の本物の数学を教授すると言

う建前から，やはりε-δ式論法による極限や連続の導人は避けるわけには行かない。今回の

試みはその延長線］lで関数列の無限級数で試みたわけである。その結果一一様収束をε　δ式論

法で記した正解が６６％余りあったことは一様評価できそうである。ただ，単なる収束と一一様

収束の区別を記した率が少なかったのは，問題を見落としているのかも知れない。一様収束の

時Ｎはεだけに関係しｘの取り方には無関係とわざわざ記した正解が大部分であったことから

推測されるからである。今後ともε－ａ式論法の教授法に収り紺む刊卦かりを得たものと言え

るだろう。

筆者は，この場合は教師養成と言う立場も含まれると考える。未来教師には少なくとも前に

触れたようにローレンツの発言が重みを増してくるように見える。元来生物，特に動物は困難

と戦い，それを克服する新しい機能を作り，それを適応するようにして進化して来たと言われ

ている。日本でもわずか50年程前は敗戦の貧困時代を経て，あっと言う間に今や物質文明を謳

歌している。ここで確かに「快いものを手に入れ，不快なものを等避けることに成功した」よ

うに見える。しかし今回の教育課程の改正に見るような，日本人の進歩の糸口を失わせるよう

な，哲学のない考え方を，少なくとも救貝養成の過程で未来教師に体験させたいと願ってε－

δ式論法のような骨のある教材を大学で行-つているのである。

ところで，このような題材で学生によりよく理解させる方法について得られた結果から考え

てみる。普通の講義でいくら詳しく丁寧に行っても１００％理解させるのには限界があること

も本研究の結果分かる。これを個人的レベルで丁寧にやれば効果があがるかも知れないが実際

は実現が難しい。

さらにこの解決にためには，公田（1996b）が示唆しているように，コンピュータ・電卓の

使用により，学生に強い動機付けをりlえるとともに映像によってイメージを明確に捕らえさせ

ることが考えられる。例えば，関数列の一様収束を，全区間どこでもある番号Ｎがとれて，そ

れから先は全部極限関数からεの距離に入ることを，映像として学生一人一人に作らせること

ができたらもっと楽に成功するかも知れない。
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ｌｎ ｏｕr p ｒｅｖio ｕｓ ｐａｐｅｒ ｗith the ｓａ価ｅ title ， ｗｅ ｈａｖｅ ｓtｕdied t ｏ ｃｏｌｌｅｃt dat ａｓ ｗhich

ｓtｕｄｅｎt ｓ ha ｖｅ ｕｎｄｅｒｓt（ｘ）d at χ）ｕt diffe ｒｅｎｃｅｓ bet ｗｅｅｎ “ｃｏｎt ｉｎｏｕｓ’ f ｕｎｃtｉｏｎ ａｎｄ “ｕnifor-

mly ｃｏｎtin ｕｏｕｓ ｏｎｅ ｂy ｕｓｅ ｏｆ the　 £ －δ　 Γｅａｓｏｎｉｎｇ ｍｅthod ho ｗ ｌｕｃＩＬ

ｌｎ the pr ｅｓｅｎt ｐａ卯 ｒ， ｗｅ ｃｈａｌｌｅrlged t ｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ s ｅｑｕｅｎｃｅｓ of f ｕｎｃtｉｏｎｓ lith the

6 －∂ ｓｅthod.We hav ｅ ｏｂtained fai ｒly ｓａti ｓｆａｃtｏｒy r ｅs ｕlt ｓ.
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