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反 転 の 考 え を 使 っ た 相 似 の 学 習

山形大学教青学郎　森川幾太郎

- ５ －

概嬰　平而をある条件をみたす図形群で埋め尽くすことの探求を主テーマに中学

３年生に指導するための試案を述べる。ここには、円の反転に関する変換も

棚似学習の発展課題として含めた。

検索語　敷き詰め、相似、多角形、反転

１　はじめに
ｰ
円の反転の教材化については Ｃｏｘｃtｏrによる提案や Ｈａｎsｃｎ による提案などがあ

る。 Ｃｏｘｃtｏrの場合、２項で整理したような円の反転に関する基本的性質をユーク

リッドの平而に関する基木性質と対比させて導き、さらに２定点を共有する２つの

円束についての分類やmid-cirｃｌｃsに閔する考察を行う。

一方、Hajlsｃｎｎの場合は、ポアンカレーモデルと非ユー

クリッド距離の定義までを考察する双曲幾何入門として

の展開になっている。ここでは、図１として彼の論文か

転載した「正七角形」による敷き詰めも扱っている。

この小論では、中学生の相似学習の発展としてＨａｎsｃｎ

の提案にも学び、円弧を耘み合わせた図形で平而を埋め

尽くす不思議絵を描き出すことを最終目標に展開する。 図 １

その展開試案案は３項において提案するが､中学生への指導とい うこともあって、

反転円そのものは導入しない。なお、円の反転に閔する初等幾何的扱いについては、

S.Stahlの著沓も参考にした。

２　円の反転とその性質

円の反転について、その定義と試案の中で扱う事柄に関連した性質を中心に、基

本となる性質をまとめておく。

定義　点 Ｏ を中心に半径ｒの円を描く（この円を反転円という）。Ｏを通る半直

線 ／上に２点P 、Q をOP･OQ ＝ パであるように定めたとき、ＰとＱとは円０

に関して反転の関係にあるという、

性質１ 反転円の中心を通らない直線は反転円の中心を通る円に反転される。

２ 円周が反転円の中心を通るとき、その円を反転すると、反転円の中心を通
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らない直線に変換される。

３ 円は、反転円の中心をその円周が通らないとき、円に反転される。

４ 反転円と直交する円Ｃの川上に一点Ａを定め、半直線ＯＡを作る。この

直線と円Ｃとのもうひとつの交点をＢとすると、点Ａと点Ｂとは反転の関

係にある。

５ 円に関する反転では、角の大きさは変わらない。ただし、角の向きは逆に

なる。

７ 複比は変わらない。従って、複比をもとにして定義されたりーマン距離に

関しては反転は等長変換である。

３　提案したいこと

平面の敷き詰めを題材にした展開試案を提案する。この提案は、４項で触れる実

験授業での結果も踏まえ、中学３年での選択学習を想定して行う。このこともあっ

て、一郎、中学生向け学習ノート用の表現も川いることをお許しいただきたい。

ここでの最終日標は、冒頭にも述べたように、相似の考えに翻訳した円に関する

反転の導入である。大半は相似に関する考えで指導できるが、一部、「円の接線は

接点においてその直径と直交する」も使う。なお、この接線に関する部分を割愛し

た展開も可能である。

学習課題１　面を敷き詰める形を見つけよう

壁模様とか道路の敷石模様には合同図形が使われて例が多い。平而を埋め尽くす

形にはこうした合同図形に限らず、エッシヤーの描く絵にあるように、合同でも相

似でもないけど、同じ形で埋め尽くすこともできる。曲線で囲まれた場合も含 めて。

どんな形なら同じ形で平面を埋め尽くすことができるのか､これから考えて行こう。

（１）合同な図形で埋め尽くす場合

３角形や４角形では、点対称移動を連続的に行うことで。与えられた基本となる

図形と合同な形で面を埋め尽くすことができる。この理由をいくつかの側面から考

察する。

第一の視点… それぞれの図形に関する内角和を訓べる。

第二の視点… 合同な平行四辺形は平行移動で重ねることができる

点対称移動を連続２回行うと平行移動になる

三角形や 四角形ではそれと合同な形を２枚ないし４枚組み合わせる

ことで、これは運動としてみると点対称移動であるが、平行四辺形が

構成される
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さて、平行四辺形は対角線を引 こ

くことにより再び合同な三角形か

ら構成された図形とみなすことが

できる。そして、これら対角ね群

や平行線群を使うことで、合同な五

角形の敷き詰め模様や合同な六角

形の敷き詰め模様を作れることを

見る。 図 ２

７ －

さらに、正多角形で、敷き詰め可能な図形は３，４，５の３種類であることを調

）

。その後、これらのそれぞれに

入れることで合同な形に細分し

を再構成することで、図３のよ

合同な５角形による敷き詰め疫

できることを見る。

図３　　　　　　　　　　　　ここで作られた合同な５角形の敷

点対称移動や回転移動が巧みに使われていることに注意させたい。

問題１　７角形や８角形の合同な敷き詰め柩様は考えることができるだろうか。調

べてみよう。さらに、どんな辺の数の多角形についてもそれと合同な形で敷き詰

めが可能であろうか。それも調べこみよう。

図５のように、基本となる形

は相似であるが、その縮小され

たものと合同である形を何枚も

配列してよい、とすると、相似

㎜〃㎜二W㎜二I=

∧

匹 形 尽 す

図5　　　　　　　　Xゝ｡／/　　　　　　　　できる。

これは、三角形が平行線で相似な形に細分できること、そして合同な三角形で平
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面が敷き詰めが可能である、がその理由である。

学習課題２　相似の考えを発展させる

(1)基礎となる考え

裏返しの相似の図形を作る、という考えを使って、もっと変わった敷き詰め図形

を調べることにしよう。

性質1　 △ＡＢＣの辺ＡＢ上に点Ｄを、また点ＥをＡＣ｣二に、

ＡＢ･ＡＤ＝ＡＣ･ＡＥ

であるように定めると、△ＡＢＣと△ＡＤＥとは相似である。

問題２　点ＯとＯを通らない直線丿を定める。点０

から直線jlに垂線を引き、 ノとの交点をＡとする。　　　　　　　｡｡
／

ヤ

半直線ＯＡ上に点Ｂを　　　　　　　　　　　　　　　　　　
焉　 ｜

ＯＡ･ＯＢの積が10 とか20 と一定の値である　　　　／／

こQM こ

二 九

５　１
半直線OP 上に点 Ｑを　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ｉ

ＯＰ･ＯＱ＝ ＯＡ･ＯＢ＝一定　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　１

になるように、その作図法に注意して、定めてみよう　　　　　　図6

性質２　点Ｏ とＯを通らない直線 ／とを定める。　／上に点Ｐを定め、

OP･ ＯＱ＝一定

である点 Ｑを半直線OP 上に定める。点Ｐを ノ上を自由!こ移動させると、点 Ｑ

も場所を次々に変えて、点 Ｏを通る円を作る

問題３　 性質２を実際に確かめ、その後それを証明せよ。また、この円の直径や中

心を手早く定める方法を述べよ。

定義　 平面上に点 Ｏ と点 Ｐとを定める。点 Ｐに対して、OP･OQ ＝一定になる よ

う半直線OP 」二に定めた点 Ｑのことを「点Ｐを Ｏに関して反転した点」とい う。

この変換で点Ｐが直線上を移動するときの動きと、それを点 Ｏに関して反転さ

せてできた点Ｑの移動の仕方とをいろいろの場合について比べてみよう。

どの場合も、点Ｑの移動の仕方は点Ｐのそれとは逆であることが見出されよう。

反転という名の由来はここにある。

性質３　点Ｏをその円周が通る円をーつ定める。この円を点Ｏについて反転する

と点Ｏを逝らない直線に変換される。

問題４　その円周が点 Ｏを通る円を、点 Ｏに閔して反転させてできる直線を手早

く作図する方法を見出そう。
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反転では、点Ｏを通らない直線と点Ｏを通る円とは互いに変換しあうことでき

る仲川の図形となっている。これに関するいくつかの練習問題に挑戦しよう。

問題５　点ＯといずれもＯを通らない２つの直絲/ 、j,7とを定める。この２直線

を下のそれぞれの場合について、点Ｏに関して反転してできる図形を描け。

①この２直線が平行のとき　 ②この２直線が点Ａで交わるとき

問題６　点Ｏとそのどの辺もＯを通らない長方形ＡＢＣＤを定める。この長方形を

点Ｏに関して反転させたときできる図形を描いてみよう。

問題７　点Ｏとそのどの辺もＯを通らない平行四辺形ＡＢＣＤを定める。

この平行四辺形を点 Ｏに関して反転させたときできる図形を搬いてみよう。

問題８　問題５～７で、反転してできた円の交点でそれぞれの円に接線を引き、そ

れら接線の作る角の大きさと反転する前に直線が作っていた角の大きさの問の関

係を予想してみよう。そして、その予想が正しいことの証明を次の性質４を確か

めた後に行ってみよう。

性質４　直線／　を点Ｏに関して反転させてできた円をＣとする。点Ｏから直線 ／

に対し垂線を引き、／との交点をＡとし、点Ａが反転されてできた円Ｃ」二の点

をＢとする。点Ｂにおいて引いた円Ｃの接戦は直線／と平行である。

問題８から、

いずれの直線も点Ｏを通らず、直角に交わっている２つの直線を点 ○に関し

て反転させる。反転されてできた、２つの円の交点において引いたそれぞれの円

の接線と接線とも直角に交わる

こともわかる。

(2)曲絲でできた、しかも同じ形をした形で面を敷き詰める

で　
雪　　　　　　　　　　　 ム

ヅ

ド

| ……

彩

や

……

1＼へ　　　　　　　 図７　　　　　　　 ヘー-
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円と直絲でできた図形も点Ｏに関して反転

させて兄よう。

このように。与えられた図形を点Ｏに関し

反転させることで平而を埋め尽くす曲線図形

ができる。

問題９　自分の而の敷き詰め模様を製作して

みよう

４　授業尖践の概要

反転円に関する実験授業を1996 年10 月。

山形大学附属中学校の３年生の選択授業での

一テーマとして、同校の田中克先生に扱って

いただいた。

以下で報告するこの授業実践の概要は、３

項で提案した試案に基づいて行った授業のも 図 ８

Ｉ

．・
Ｉ
．
。
Ｊ

‘
｀

～
　
　
　

一
　
　
　

。’

-

のではない。この授業は、反転の用語もまた反転円も用いず、作図器と生徒には紹

介した、反転器を中心に展開した。なお、この実験授業での最終目標は様々な平面

図形の反転図形の作図においた。

ところで、反転器はかなり正確に作っだつもりでありたが、

つて、正確に反転図形を作図する能力には残念ながら欠けた。

の授業で混乱が生じた。 このことを中心に以下報告する。

自作ということもあ

このため、二時間目

この授業で用いた反帳器の製作をはじめその授業記録やその整理などで、当時山

形大学学生であった、飯野明史、島貰祐樹の両君にお世話になった。心からこれら

各氏に感謝いたしたい。

この指導は全３時間で行われた。各時間毎の学習テーマを簡潔に報告する。

第 】時　反転器を用いての様々な図形の変換。特に、直線が円に変換されることの

発見。この発見のため、パソコンも用いた。

第２時　反転器の仕組みを調べからこの変換の式表示へ。､さらに、直諒 が円に反転

されることの証別。

第３時　 長方形による平面敷き詰め模様を反転させてできる図形の作図を始め、各

種図形の反転図形の作図を行う

この実験授業に参加した生徒は10 名である。授業中の生徒の様子を紹介する。
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〈1 時間口〉

反転器の使用に始めはとまどっていたが次第になれ、反転器によって直線が円に

反転されることの予測をほとんどの生徒ができた。その後、コンピュー一夕の画而に

この変換の様子を表示し、この予測のTilとしいことを確かめた。

この授業中、大半の生徒が、反転器により、合同変換や相似変換と共なりて、脈

図と全く異なった図形が批き出せることに大変な興味を示した。次のような生徒も

いた。

○反転器によってできた円をさらに反転させ、直線に戻すことを試みた。

○反転器の仕組み、即ち、反転器の囚定点としての点 Ｏと、与･えられた図形上

を移動する点 Ｐとそれを反転させてできた点Ｑ とが一直線上にあることを見

つけ出す。

〈２時間口〉

１時剛日に扱った作図例から、３点Ｏ、Ｐ、Ｑがー直綜上にあり、OP･OQ ＝一定。

という関係にあることを見出させようとした。しかし、この関係式を見出すには反

転器の性能が十分ではなく、生徒逮は関係式発見のために何回も試行錯誤を繰り返

した。このため、この関係式を見出すために思わぬ時間を要した。このため、この

時間の主課題である、命題「直線が円に反転される」の趾明に十分時間を割くこと

ができなかった。このこともあって、f直線が円に変換」の証明は、授業後行った

調査でもはっきり示されるが、生徒には抵抗感が強かった。この原因として、思考

時間の不足の他、いくつかあげることができる。

（1）OP･OQ ＝ ＯＡ･ＯＢ＝一定、と積の形式で与えられた関係式をOP:ＯＡ＝OQ: ＯＢ

の比例式に直すことは、事前調査（参考資料として後に述べる）の結果にも見

るように、難しかった。さらに、この比例式に気づいても、この関係を満たす

相似な２つの三角形は裏返しであることもこの証明を行うときの障害となる。

（2）反転円の中心を通らない直線が円に変換されることは簡単に理解された。しか

し、反転されてできた円が反転円の中心を通る、が、「直線が円に変換」の証

明を行うときのポイントになることへの理解が十分ではなかった。

（3）そこに、円の決定条件としては、やもうを得ないとはいえ、「中心と半径」の

意識が強く、中学３年で学習した「直径とそのJIに立つ円周角が直角」を円の

決定条件として十分に使いこなすまでになっていないことが重なった。即ち、

反転円の中心から反転対象としての直線に垂線を下ろし、その足を反転して得

た点が直線を反転させてできた円の直径の端点であることが証明のポイント、

は彼らに直ぐに理解のできる論理とはならなかった。

く３時間［Ｄ
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この時間の冒頭において、直線を反転してできる円の作図法を工夫させた。前時

に行った「直線が円に変換」の証明への理解は高くはないが、方法としての作図法

は多くの生徒が見いだせた。

授業では、この作図能力を生かす形で、平而に敷き砧められた長方形群を反転さ

せてできる敷き詰め模様を作図させた。その後、敷き詰めとは離れたが、自分で基

本となる図形を定め、それを反転器を用いて反転された図形を作図させた。そうし

てできた作品のいくつかを紹介する。

刄釘
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事前調在から

問題　　△ ＡＢＣの辺ＢＡ 上に点Ｄを、また点Ｅを辺 ＢＣ上に、ＢＡ･ＢＤ ＝ ＢＣ･BE

であるように定めると､△ ＡＢＣと△ＥＢＤとが相似であることを証明しなさい。

という問いに対し、証明ができた生徒は３名(被験者は９名)と1/3 の正答率にとどまっ

た。大半の生徒が、調査にあたって事前に行った予測通り、関係式ＢＡ･ＢＤ ＝ＢＣ･BE を比

例式や分数表現に変形できないことが主な理由になって、対応辺の比が等しいことを導く

ことができず、問いに答えられなかった。

また、仮に比例式に変形できても、棚似図形が裏返されており、このこともこの趾明に

収り組むときの障害になったであろう。

Akita University



13 －

円の接線が円の直径に対して垂直であること

円と直線の位置関係は、その共有点の数によって３つの場合に分けられることをまずみ

る。そして、交わる２川はその中心を結ぶ直絲に対して線対称であるので、交わる２円の

交点を結ぶ直線は、その２円の中心を結ぶ直線と飛直に交わることに注意すろ。ここで、

この交わる２円の一方を固定し、t､う一方の円をその２円の中心を結ぶ直線にそって移動

させる。すると、２円の交点を結ぶ直線もその２川の中心を結ぶ直線といつも垂直関係を

保ちながら、移勁する。

さて、この２円が接する位置まで移動したとき、その ２円の交点を結んでいた直線は

どうなると考えるのが合理的であろうか、という問いかけから、円の接絲はその接点にお

いて、円の直径と垂直になることを導く。

Tiling a Plallc by Ｖａrio ｕs Fig ｕrｓ

Ｍ Ｏ ＲＩＫ Ａ Ｗ Ａ　 ｌｋｕtａrｏ　 （Ｆａｃｕlty ｏr Ed ｕｃａｌｉｏｎ　 Ｙ ａｍ ａｇａtａ Ｕ ｎｉｖｃrsity ）

Ｗ ｃ ｃａｎ　ｆｉｌｌ ａ ｐｌａｎｃ ｂy 111111g congnjcnl lrianglcs ｏr q ｕad ｒilalcrals ｏｎ　 ａ ｐｌａｎｃ.

Ｅspccially ，pa ｒallclogr ａｍs fill a plallc by t ｒａｎslaling lhcm. Ａｎｄ t ｈｃｎ。,･ ｃ ｃａｎ ｃｏｌｌstｎｊｃt

parallclog ｒanl by ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ t ｗ ｏ tｒianglcs ｏr fb ｕr q ｕadfilalcrals. lt is tlle nlaill r ｃａsｏｎ ｂｃｉｎｇ

ａｂｌｃ to nll lhc plallc by ｕsing congr ｕｎｃｎt tｒianglcs ｏr q ｕadrilat ｃrals｡

We di ｖidc parallclogr ｕｍs by its diagonals ａｎｄ ｃｏｎstｒｕct 5- ｇｏｎs by ｃｏｎ】bining lhesc

frａｃｌｉｏｎs. Ｗ ｅ ｍ ａy nnd a planc fillcd by ｃｏｎｇrｕcnt thc 5- ｇｏｎs. ｌｎ ｎｃχ1. ｗｃ ｆｉｎｄ ａ ｐｌａｎｃ

rillcd by ｏｎｌｙ lhr ｃｃ rcg ｕlaｒ poly ｇｏｎs; ｃq ｕilalcral trianglc ， sqｕａrｃ，alld l ℃gｕlar llc χａｇｏｎ　 Ｗ ｃ

ｃａｎ ｆｉｎｄ ｎｃｗ killds of 5-poly ｇｏｎs ｗhich ar ｃ ｍ ａｄｃ ｆｉｏｍ ｄｉｖiding tlles ｅ reg ｕlar poly ｇｏｎs by

adding ＆ ｗ s ｃｇｍｃｎｌs｡

Ｗ ｃ ｈａｖｅ somc pr ｏｂｌｃｍ ｓ

Ｃａｎ ｗe fill a planc by 1111ng ally congr ｕcllt p01ygon likc as c011gr ｕcnt 5- ｇｏｎ?

Ｃａｎ ｗｃ tilc a planc by ａｎy similar fig ｕrｃs?

Ｗ ｅ tl ℃ａt an idca of ill ｖcrsion as a kind of similar t ｏ ｆｉｎｄ ａｎｏthc tiling fig ｕrｅs lo a

planc. So ｗe inl ｒod ｕce thc idea by fbc ｕsｉｎｇ ａ ｅqｕａtｉｏｎ Ｏ Ｐ･ OQ ＝ Ｏ Ａ･ Ｏ Ｂ( ＝ｃｏｎst.), ｏｎｊy.

Ｗ ｃ ｃｘcl ｕｄｃ ａｎ ｉｎｖｅrsｉｏｎ ｃｉrｃｌｃ. 111 this papcr ， ｗｃ ｉｎtrod ｕｃｃ s ｏｍｃ ｆｕｎｄａｍ ｅｎtal pr ｏｐｅｎｉｃs

ａｂｏｕt it s ｕch linc lr ａｎsa 】mling to a cir ｃｌｃ ｗhich passing thr ｏｕｇｈ ａ ｃｃｎtｅr ｏｆ ａｎ ｉｎｖｅrsｉｏｎ ｏr

ｃｏｎsc ｒｖｉｎｇ ｍ ｃsｕrｃｓ ｏｆ ｃｏrrｃsｐｏｎｄｃｄ ａｎｇｌｅs. Espccialy
，ｗｅr ｃqｕirc p ｕpils to nnd t

ｈｃ ｍ ｅthod

tｏ tr ａｎsfbml a linc to a cir ｃｌｃ rclalcd to dlis tr ａｎsa)rmatio11. Ａ 日 ａsl ，ｗc dcmajld p ｕpils to

dra ｗ 1111ng fig ｕrｃs ａｂｏｕt in ｖｃrsion by ｕsｉｎｇ ｍ ｃt】lod lo d ｒａｗ ａ ｃｉrｃｌｃ ｗhich ar ｃ trallsfbmlcd

by linc.
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