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｡ け じめに

本論文の目的は、教員志望学生向けの数学入門科目を概観し、その竹景にある理

念を説明することです．

本論文は次のように構成されています．如何なる分野の学生であろうと数学的JII

練は彼等の専門職的場に位置づけて行われるべきであるとの一般的な提案から出発

します．次ぎに、発見学習の原理を強力に奨めているドイツの初等教青の場を概観

します．第三に、本論文の主要な部分として Ｏ 型台本・Ａ 型台本の方法を提示し

ます．これらは発見学習の原毘に沿って教員志望学生の数学的活動を促すための独

特な教授一学習方式です．第 ４節においては初等教育教員養成の場における証明の

観念に専ら注怠を払います．本論文はこの方法に対する教員志望学生による評価に
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関する結果を幾つか述べて結論とします

２。場における数学

大学段階での数学の教授=学習はこれまで社会的謎論の対象にはほとんどなりま

せんでしたが,今 川では世界的に広い関心を呼んでいることは注日すべきことです。

この問題に関するICMI StUdy （ICM1 1997 ）の討議文占にはこの様変わりに対する

外的な理由として五つが掲げられています。

I｡高等教育機関への進学者数の増加，

2. 大学以前の段階で行われてきた指導法や教育課程の改訂

3.中導教育と鳥等教育との乖離の増大

4. 科学技術の急速な発展

5.大学の説明責任の要求

これらに内的な理山を一つ付け加え，この理由に関して意見を述べます．その理

山とは，数学の本姓に関する見方の変化です.20 世紀の初めの四分の三は形式主

義と，完璧な数学的建築に最終的に到達するブールバキの構造主義の両者の確かな

勃興を日の辺りに見てきました．しかし．このＨ論みは歓学の分野の中には成功し

たところもありますが，普遍的な目論みとしては失敗であることが70 午代の終わ

りまでにわかりました．このことは，例えば言語学や廸築学などの他分野における

同様な構造主義的日論みにおいても同様です．如何なる研究分野においても意味論

が構文論によってとって代わり得ないことがこの時点で広く認識されたのでした．

ボス1 モヽダンの哲学は，全ての人|川活動が，これには数学的活動も含まれます，意

味に充ちた場を欠くことができないことを再発腿しました．数学辺の変化の詳細に

関して私はＤａvj5 and Hersh()り81)及びＥｍｅst(1998)によっています．

その結果の一つに，数学なるものを学術研究の‥一分野としてだけではなく，広範

な社会的 事象として認めなければならないことがあります．その利川と表現様式は

多様であり，私達が大学の数学科に典型的に兄出す嘲II]的数学の頬によって映し出

されるのは 一部分に過ぎません．私は科学，経済学，工学，商学，工芸，美術，教

青，などを含む広範な意味，更にこれらの現に特化された習樅や要件をも含めてた

意味．にお ける数学的な仕事を大文字を用いて ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＳ(F1本語ではF 数

学的なもの)，訳者注　この言葉は既に湊他 ５ 名(1998)｢ 設計科学としての数学教

脊学｣．東北数学教育学会年報第29 号，52-69. において訳語として使川していま

す)を用いることを提案しています．もちろん，専門的数学は数学的なものの中心

郎分にあります．しかし，数学者は数学的なものの全体を占右することは出来ず，

占有すると主恨すべきでもありません．数学の如何なる一片たりともそれ自体が木
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来的に応川をもたらす絶対的な知識体を形成するものであるとの恕定は根拠のない

ことです.J. Ｔ.Sch ｗａrtｚ(1986) が彼の論文においてr 科学に対する致命的な悪彫

響｣ という激烈な言葉を用いて，場に対する固有な関心を払うことなしに他分野に

数学を応用しようとする専門的数学軒に弊告を発しています．

大学における数学の教授=学習の成米を明確にすることが必がです．数学を専攻

しない学生に対する数学教授において鵬本的かつ組織的に七えられてきたのは数学

専攻的場でした．数学暉攻学生の場合にＷ門家としての訓練は4=11応しいのですが，

数学を専攻しない学生のJ11練にそれはｍ応しくありません．

本論文において考察する専門職的場は初等教育(訳者注　 ドイツの学校制度から

すれば，これは６才人学の４年(一部の州は６年)の基礎学院を指します．なお義務

教育はこれを含めて９年(‥一部の州では10 年)です)における算数指導です．この仕

事を見下す数学者もいるものです．私からすればこういった考えは根本的に間違っ

ています．数学的なものの巾における初等的な算数の痛が性はいくら過大評価して

もし過ぎる事はありません．つまりは，了･供達が初めて数学と組織的に出会うのが

この段階ですし,それ以後の数学教台の全てが据えられるのがこの段階だからです．

道教の教えを以下に引用しておきましょう．

難事を仕上げるには初めの易しい時が肝心である．
小事を介てて大事とせよ．

初等教育教員養成の場の大部分は特殊ではあるものの，本論で採り上げた 一ー般的方

法論は他の専門職的分野のための数学科目の開発に関して興味あるものでしょう．

３

教師教育の場

80 年代の初め以来，ノルトライン・ヴェストファーレン州における初等教膏開

発はドイツの他州に大きな影響を及ぼしてきました．ノルトライン・ヴェストファ

ーレン州 に の州の人口は千七肖万人でドイツの最大の州です．）の初等数学教育の

ための条件は下記二点において他州と際だった違いがあります．

１．大学の前期(ドイツの初等教背教員養成では，前期の ３年間を大学において

過ごし，後期の ２年間は学校に隣接する専門施設で過ごす．)には，初等教育

教員志望学生の全員が三教科，ドイツ語，数学，及び第３ 教科(例えば環境教

育，体青，美術など)を学ばなければなりません．これら三教科のーつが主辱

攻教科(3年間の120 単位のうちの45 胆位)として選択されます．残る２教科

は副専攻教科(各25 単位)です．これらを120 単位から引いた25 単位は一般教

養(教授学，心理学，等) です．結果として数学は初等教育教員志望学生の必
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修科目となっています．学生の凡そ90‘M,が数学を副専攻科口(25 咀位)として

選択します.

2.1985 年に採択された初等教台(1 年から４年)の教授細目はドイツの公教育の

歴史において重要な転回点を印しました．発見学習が教授＝学習の簾礎的原理

として初めて明確に以Ｆのように規定されました(ノルトライン・ヴェストフ

ァーレン州文化省1985 ，93).

数学教育の指導と目標は，数学の学習が砺成的，探求的洒脱であると捉えられる

という着想よって最善に行われる．従って，学習指導は学習過程の全段階において

可能な限り多くの自主的な学習の機会を与えるように組織されなければならない．

l. やりがいのある場而から出発する．観察すること，疑問をもつこと，推測

するように促す.
2. 探求に向けて一つの問題，又は複合的問題を提示するレ 個別による探求を

奨める．個別による解法を支援する.
3. 多様な仕方によって新結果を既知の事実と閔述づける．一層簡単な方法で

結果を提示させる．記憶の貯蔵を支援する．技能の個別による純習を促す.
4. 新知識の価値とそれを獲得した過程について話す．類似な新規i卯ヽの転移

を示唆する．

教師は子供達にとってやりがいのある場而を見出し，提供すること，本質的

教材と技能の練習のための生産的方法とを用意すること，とりわけ令兇童の

学習過程に役立つ情報伝達の形態を作りあげ，維持することである．

既 製の教材に代 わっ て数学的洒脱をかく も強調することは教授細日の他の部分に

もみられます ．例えば ，第１節 「指導と日標丿 ま指導に関して四つの 一般的11 標 ，

数学 化，探求，推論，情 報伝達， を列 挙しています．当然なことですが，これらの

目標が全ての水 準において数学すろことの基礎的成分を表 してい ます．教授細11 の

第４節では，一 方の数学的 俳砦と他 方の教学の応用 とが何故に一一つの硬貨の表裏で

ある か，これ らの二つ の側而が授業におい て如何に連結するかを 具体的に 示してい

ます．この相補性に関する明示的 な記述もドイ ツの基礎学校に とっては初めてのこ

とです．

この新細日の開発 には同様な叩発を行っ てい る他の西欧諸国，特に オラン ダか ら

多 大な彫 響を受けた ことは確 かです． しかしながら， ドイツ の数学 教育に は活動主

義的 学習に対す る強い 方向性がこれ まであっ たのも事実 です．今 世紀初頭，ドイツ

におけ る進歩 主義教育の指導的 人物 のｰ 一人であるJ・ｈａｎｎｅs KOhne! は，彼の藷響『算

数指導 の再構成』（Ne ｕbau dcs Rccl,cmllcrｒichts，1954.70 ）において今後の 教授＝学

習 の指導 法を 次のように記述しています．

学習者はもはや知識の受容者としてではなく，知識の獲得者とみなされるこ
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とになるだろ う．これからは教師の主導と児盾・生徒の受容ではなく，

と活動とが教授二ご学習過程の峨要な旗印になる．

糾織 化

80 年 代の後ｔ から，こ の新しい指導 慨念に向けた実践的 方法論 と･Ｗ折的 な救科

書 を 含 め た 教 材 開 発 に お い て111 当な 前 進 が な され て き ま し た【Ｗｉｎｌｃr，1987 ，

ＷｉＵｍａｎｎ ａ･ld MQI】cr,1994-97，13cckcr and Seller, 1996). ブロジェ クjヽ'nlallle 2000'

はこの開 発に指 導的役割を演 じてきま した． もちろん，これらの教 材の履行は，こ

れ までの教授= 学 習に 深く桃 ざしてきた 主導 ・受 容様式を捨て，組微化 ・活動様式

を良い もの として選び 得る教師の能力に決定的に依存します．だ か，経験が示すと

ころ によれば新指 導法を･-一般論 として記述するだけでは充分であ りませ ん．学 校と

い う仕組 みの中で 必要な 変化を刺激 し支援 するためのまともな方 法は組 織化・活動

様式 に従って教師 教介を 再構成す るこ とです．数学的な活動に関す る自 らの経験を

もつ 教師 だけが外 部から のお 仕着せと してでなく自 分の授業に活動的 力法を自 然に

適用す るこ とが川|符され るのです． 従って，教師養成 教青，及び 現職 教 介にお ける

全ての努力 は教貝 志9{ 学 生と現職 教師 の数学的活動とを活 性化す ることに集 中す べ

きです．

面自 いこ とに 学生の活 動に関す る 新しい力 点は教師 教育に限ら れる ものでは な

く，それ は大学段附にお け る数学教授につい ての当今の議論のｰ-一般 的状況なのです

くICM1 1997 にお ける学生の活動の節を 参照 のこと) ．

注 記　1987 年 に 設 立 され た･malhe 2000･ は ドル トム ン ト 大 学 にお け る カ リ キ ュ ラ ムプ ロ ジ

ェ ク ト(代 表 は Ｇｃrtlard N. M011cr,11einｚ Sleinbring. Ｅrich C11. Wiltｍａｎｎ)の研 究団 体 で す ． こ の

プ ロ ジ ェ ク ト は こ れ まで 一 連 の 革新 的 教 科 書 を 含 め て 基 礎 教 育段 階 に お け ろ 算 数 の 指 導 の た

め の理 論 的 慨念 と 実 践的 教 材 と の 開 発に 関 わ っ て き ま し た． しか し， こ の プ ロ ジェ ク ト は 数

学 教 育 の 総 合 的 視 点 に 蔦 づ い てお り， 近 く 中 等 教 右 段階 に も拡 大 し ます ． この プ ロ ジェ ク ト

の 固 有 な 特 徴 と し て ， 指 導 法 の 設 計 ， 教 師 養成 教 育 ，現 職 教 育， 相談 活 動 ． 及 びI倅及活 助 が

密 接 に 関 連 し て お り ， ま た 同 時 に 追 求 さ れ る も の で す ． こ の 生 命 論 一生成 的 方 法 論 に 関 して

開 発 過 程 そ の もの にお い て 教 介制 度 を 共 に す る 企 て の教 師 が 手 を 携 え る 理 論 ・ 尖践 の 述 絡網

の 構 築 が 必 須 で す ． こ れ に つ い て は 算 数技 能 の 紳習 の為 の 手 引 き( 全 ２ 巻) が 基 礎的 な 参 考図

書 とし て 本 質的 役 割 を 果 た し ま す ． 慨 観 に つ い て はMiillcr,Sleillbring,alld　WiUmallll ，1997

を 参 照 の こ と．

益 々 多 く の 数 学 者 が 学 生 の 活 動 を 励 ま す こ と に 特 別 な 注 意 を 向 け る よ う に な っ て い

ま す.Bill Jacob の 「線 形 関 数 と 行 列 論 」（Jacob､ Ｂ.（1995 ）.Ｌｉｎｅａr Fｕｎｃtｉｏｎs ａｎｄ Ｍａtrix

Thcory. Ｎｃｗ Ｙｏrk; Springer.）は そ の 好 例 で す ．

ｊ．０ 型台本・Λ型台本法

ドイツの大学における故学入門 科目の伝統的な形式は,週２乃至４時間の誰義と，
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30 人程の学 生群に分かれて行 われ る2 11郭;jの演習とを糾7, 合 わせ た ものです．解

説的 な講義では大きな刺激を受けるこ とができ，良問に 法･弓く グループに よる 演習

は学生の思考を喚起し情報伝達力を も高めることは十分に 承知しています． しかし

ながら， 一般論としては講義 ・演習形式は主導・受 容に向 かう強力な 傾li',1を内 包し

てい ます ．解くこ とのた めに学生に提供される課題は 講義 において導人 された概念

や技法の 再生をｔ として要求する もの，場 合によっ ては甲.にそれ だけの もののこ と

が多い のです．そ こで多 かれ 少な かれ，学生の仙別的あ るい はグループによる活動

は講義に従属すろ傾向になります． グループ にお ける活動 が講義 のつな がりに瑳小

化され るこ ともしば しば です．これはその グループを受け持つ 大学院生が課Ｍや 演

習問題 の正解を提 示す るからです．

講義・演習は学 雀数が多い 科月に対して完全に共通する形式です． 実ll ，基礎 教

育教員の養成にお けるように学生数 が400 から600 の科月に 直而すれば，ど うして

も主導 ・受 容に向 かわざ るを 得ず，別の方法は考え難いの です．

しかし， 発見学習 の方向に 沿った闘発研究に携われば携 わるほど自分 の授業 で従

っ ている教 授= 学習 の様式と，自分の担 当する 数学 教育科 目にお いて私が推奨 して

い る 教授= 学習の様 式 との間の 矛盾を 次第に強く感 じるよ うになり ました( 訳 者注

同感 です) ．

０ 型 台本・Ａ 型台本法はこの認知的葛藤を111らげる ものとして開発された もので

す．Ａ 一口法の基礎的 観念は 至極!lt純です.Jol ｓ ｎｃs　KOlｓl の旨うことを教師教

青にお いてとり上げ，主導・受 容を組 織化 ・活動，即ち講義 と演刳の両者に組 織化

・活動を川いるこ と， によって 置き換え ます．

この 新しい 教授= 学習方式 の木質的成 分は，黒板や ＯＨＰ 上・ヽ 講義者が 諮き 下す

テ キストに 対する 個々の学生 が練 りあげ るテ キスlヽとの間 の明碓な違い みられ ま

す． 教授者 の主な 仕事は学生自身 の 作ったテ キ ス|･ の学 習を紐織 化(Ｏr§ａｎｉｚatｉｏｎ)

することなので，０ 型台本と呼び ます ．これは完成されたテキ ス1 でヽ はな く，多く

の断 片をもち，ギャ ップ が残 され，多く の場 合ヒントだけが与えられています ．従

ってこれはそれに働きかける未完成品です ．学生に よって練り上げられ たテキ スIヽ

はその学生 個人の学習活動を表すものであり，本人の Ａ型台 本と呼びます．

我 々の教員養成 課程 の規定には Ａ 型台木( の 作成 と提出) を義 務とす ることは認

められ ていません．し かし，Ａ 型台本は学生が最終テストに 不合 格となった場合に

迫試的な資格判定に使 うことができます ．これ までの経験では大多数の学生は 進ん

で Ａ 型台木を 書きます．

講義 の際 の学生の 活動 の組織化を どうす るのでしょう．こ の疑問に対する答えを

見けけ ようとしていた時に 私は 次の二つの文に触発されま した．

理論よりも問題に沿って指導すべきである．理論は洲題の一定範幽を伜づljるのに必

要な場合に限って展開されるべきである.（（iioｖalｕli Prodi）
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全ての科学の主要なFI漂は, 第･一に観察すること，続いて現象を説明することである．

数学において説明は証明である. （Daｖid Galc）

そこで，私はこの科目を二つの部分に分けました．第･ の部分は Ａ 型台本で仕

上げられるべき避び抜いた50 　の一巡の包括的問題を導入し，明確化を辱ら行うこ

とです．第二の細織化の部分はこれらの問題の理論的枠組みの提示，ただし Ａ 型

台本に書き川された学生の学習経験に基づいて，に充てることにしました．第二の

部分は通常の講義とかわるところはありまぜん．この方式は学習過程のこの位置に

置くことが絶対に適りJであると考えます．実際，代案を知りません．

この科目は，初等教育カリキュラムの内容に密接に関わる領域(1) 位置記数法，

(2)初等組み合･わせ論，(3)等差数列，(4)種々の数列，(5)初等数論　 にわたります．

これらの領域は木物の数学的活動のための豊かな活動の場を提供しました．この

科日に与えられた機会を珊川して教貝志望学生は彼等が基礎学院のカリキュラムで

お目にかかる背景的知識をより高いところからみることを可能とさせます．さらに

それだけではなく，彼等は数学化，探求，情報伝達における自分自身による経験を

も獲得します．

等差数列の領域から選び出した10 問題は次ぎのようなものです．

|.(B ｕllｓ,1973 から) 初めのｎ鮒の自然数の集合{1,2,3....,nlを二つの部分集合

に分けて二つの部分集合の要素の和が等しくなるようにしなさい．これが可能な
ｎと不可能なｎとを調べなさい.

2. 同様な問閣を初めのｎ個の偶数の集合12,4,...,2n}について調べなさい.

3.　同様な問題を初めのｎ個の奇数の集合{l,3,...,2n-|}について調べなさい.
4. 継続する自然数の和として表せるのはどんな数ですか．

５．２( または3,4,...)個の辿続する数の和として表せるのはどんな数ですか.
6，1000 を連統した|でi然数の11として表す方法は何通りあり ますか.

7.　1000 を連統した奇数の和として表す方法は何通り.ありますか，

8. 月曜から金曜までのljllに60 匹の子羊が牧場で生まれましたが，火曜日は月曜

日より３匹多く，水曜I･Iは火曜口より３匹多く，以下金曜まで同様です．それぞ
れの日に子羊は何匹生まれましたか.

9.　(Steillbring、1997 から)　 図 】の図式において，円内の数(加数)と第一の籍の

○

○
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中の数(出発数)は任意に選ぶ事ができます．残る４箱の数は次の規則に従って次

々と計算されます(図１の例を参照のこと)．箱の中の数はその吐前の箱の中の数

に加数を足す．五つの笛の数を全部加えて最終結果(目標数)をり･えます.｢ Ｈ票数

として50 を得るには出発数と加数とを幾らにとればよいか．何仙りの解がある

か．また，目標数としてとり得る鍛はどんな数か．(本問題と次ぎの問題では全

放(正の整数と零)を扱 う.)

10. 篇の個数を５から６に変えて同様な問題を調べなさい．

列準した10 佃の問題は問題生成法（Wittｍａｎｎ，1971 ）を援川して構成したもので

す．ですから発見的于続きの使用が保証されています．問題８は第ｚl学年の教科書

から，問題９はその問題に基づく教授尖験の知見に関するある論文からとってきた

ものです．ですから，教員志望学生は氏礎学佼カリキュラムとの明確な辿結を見る

ことができます．このような連鮎は以後の数学教育科目で補強されるので，全ての

数学科日は教い志望学生にとって町門職的場の中で意味をもっものとなっていま

す．（問題 ９に自身で取り組んだ後に教以志望学生は，12 名のグループの第４学年

児鼠が30 分以内で全解答を見出した授業尖験ビデオを視聴させられました．）

この科[] の第一の部分において 毎週の講義は 五つの問題を 教員志望学生に調べさ

せ るために導入 しました．これ らの問題は十分詳細に説|月され，これ らの問題が行

動的 ，映 像的， 記号的 な表象を川いて朕々な方法で解決可能なこ とを示 しました.

Polyａ， Ｍａsoll.Ｓｃｈｏｅｎｉｌｄ らが述 べている主要な発 見的手法 をこの科¶1の1111題に触

れ ながら説明 しま した．ただし，解 は与えてい ません．

教員志望学生 が発展的考えをもった111j題はほとんどありませ んで した ．真の困難

性は筋の 通っ たテ キストを明確に記 述す る方法にありま した．Ａ 型台本はどのよう

な ものであ るべきかが常に問題 とな りました，そこで ，講義 のみで なく グループに

よ る活動にお いて も相当部分がこの閣難性に向けられま した． 私 の講義 では， 幾つ

かの例を とりll げな がら Ｏ 型台木の ギャ ップ が Ａ 型台本を 作るのにどのよ うに植

われ るべ きかを示しま した． 更に，反省材 料をもら うために教員 志望学 生は自分た

ち の Ａ 型台 本の昿稿を提出す ることが認められ，彼等が受 け収っ た意見に沿って

改 訂す ることができました．

この科 目の第一 の部分の終わりに学生( 少なく とも勇気のある者) は50 問に集中

して 収り組みました． 彼等が全 洲を解けなかった場合でも彼 等は数学的 事象の多様

性 に関 する経験をもちました． このことは 次ぎに続くこの科FI の第 二の部 分におい

て展川される理論的枠組みに対する良い基礎でした．

例えば，等差数列に関する問 題が恥|の 公式と有名なJ｣.Syl ｖｃslerの定理， 一一つの

自 然数 ｎを継続す る自然数の 和として表現す る方法はｎの奇の約 数の個数に等 しい

だけ ある，の証明に よって枠づけ られました．
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両者の証明は何れも先に学生達が1川発してきた観念に基づいています．

而白いことに，第一一･の部分における問題に関する発展的な収り組みは第二の部分

においてもうまくいき，普通に行う通常の様式における科目の授業の場合と同じ数

学的内容の全部をこの科目はカバーしました．

５。操作的証明

初 め に 述 べ た 通 り ， 本 論 文 の 基 本 的 立 場 は 教 員 志 望 学 生 の 数 学 的 訓 練 が 彼 等 の 専

門 職 的 場 を 反 映 し て い る べ き で あ る と い う こ と で す ． こ の 要 件 は 証 明 に 及 ぶ と き に

特 に 問 題 と な り ま す ．

基 礎 学 校 の 算 数 の 日 的 に 対 し て ， 演 絆 的 に 構 造 化 さ れ た 定 理 に 関 わ る 形 式 的 証 明

の 観 念 は 不 適 当 で あ り ， 算 数 の ね ら い と し て の 『 推 論 』 の 良 さ を 味 わ う た め の 背 景

と し て も 逆 効 果 を 招 く こ と は 明 ら か で す ． し か し な が ら ， こ の こ と は 証 明 の 硯 念 が

算 数 に 相 応 し く な い と い う こ と を 言 っ て い る も の で は あ り ま せ ん ． そ の 反 対 な の で

す ． 幸 い な こ と に ， 近 時 の 証 明 硯 は 鵬 礎 学 校 教 員 養 成 と 現 場 で の 指 導 と の 両 行 に 知

的 に ご ま か し の な い 合 体 を 認 め ま す ， 数 学 の 史 的 ， 哲 学 的 研 究 は ， 唯 一 の 厳 密 な 証

明 が 形 式 的 証 明 で あ る と す る 長 き に わ た り 保 持 さ れ て き た 形 式 主 義 の 教.撹を う ち 砕

き ま し た ． 形 式 的 証 明 の 観 念 は ， と り わ け 数 学 の 実 践 と い う 観 点 か ら 明 確 な 限 界 を

も つ こ と が わ か り ま し た（ 例 え ば ， Ｂranf1）rd.1913 ，Ｈａrdy，1929 ，Ｔｈｏｍ，1973 ，Ｄａｖis

ａｎｄ Ｈｅrsh， 1981 ，Ａtiyａ，1984 ，1,０ｎｇ， 1986ｙFh ｕrstｏｎ， 1994 ）. Ｑｕebec で の1992 乍 の

ICME7 に お け る 証 明 に 関 す る ワ ー キ ン グ ・ グ ル ー プ に Ｙｕri l. Ｍａｎｉｎ が 樅 出 し た 論

文 に お い て ， Ｍａｎｉｎ は 証 明 に 関 す る 彼 の 広 範 な 理 解 を 「旅 と し て の 証 明 」 と し て 全

く 素 晴 ら し く 表 現 し て い ま す ．

研究活動中の数学者は自分たちの仕事が発|引であるよりも発見であると感じて

います．私の心眼は田園風懐の如きものをみます，これを数学風致と言わせて下

さい．私は見晴らしのきく様々な地点に身をおき，視界の範囲を様々に変えるこ
とができます．新しい領域を探索するときに初めは鳥瞰的に見ようとし，続いて

細部を更にはっきりと見ようと頑張ります．幾つかの小さな細部の混沌の巾に遠

大な規模の設計を推量すべく感覚の調雌を試み，次ぎに小さい泥沌の一小片に再

ぴ突っ込みます．
どんな文献・図書も，視界と衣現の不完全性の混合によｰつてぼやけた数学風景

の部分的記述です．何時の時代もこの領域に属する数学の文献・図書にはそれ自

身がもつ社会的協定と美学とがありました．現代の論文(ユークリッド以来)の石

蹟みは基礎的には公理，定義，定理と証明，それに著者が考えることができた非

形式的な説明を加えたものです．
公理，定義と定理は，数学風景の中にあり，地域的魅力をもち，交通の要所で

ある 一地点です．証明は逆路そのものであり，小道であり，高速逆路でもありま

す．旅行日程はそれ自身の見学すべき事柄をもっていますが，これは Λ から Ｂ

が導かれ･るといった事実よりも更に近嬰なことです．
この隠喩によって，真理を確立すると称するものとしての証明の基礎的な11 捺
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に関するQ,方は変化します．証明は数学肌景に対する意識を高めるための多数の

方法のうちの一つに過ぎないことになります．
推論の連鎖は無限次元の数学風玖のなかの一次元的小道です．時に終着点の発

見に導くことがありますが，多くの場合この終着点を予め知りません．その付近

の地勢も，そこに到着する方法も知りません．
行く道が肥沃な士地を通るように我々を導いてくれるなら，また私達に続く者

に魅力をり･えることができるなら，私達は幸せです．

証明のこの新しい見方は数学教育において多くの論文(例えば，de Villers，1997)

に映し出されてきました。Scmadcni(1974) やKirsch(1979) による前一数学的，前.形

式的証明の提案に基づいて，操作的証明(Witｌｍａｎｎ，1997) という概念が川発されて

います．操作的証明とは数学的問題場而の探求に即しており，意味にもとづいて表

現された数学的対象に対して働く操作の効果に基づく証明のことです．

このことから，操作的証明はそれまでに観察された現象を説明し(h 掲の Ｇ山 の

記述を参照のこと)，それによって数学を理解するのに役立つものです．

更に，非一言語的表現を操作的証明において川いることができるので，操作的証

明は小学咬児童に，従って初倖教八養成教青に極めて有用です．このことを私の数

論入門科目からの二例を与えることによって陥じましょう．

例１．素数の無限性

素数の無限性の形式的証明は次のものです．素数の集合が有限であるとし，それ

らをp,.p2.…,p,とします．このとき，放ｎ＝p,p,…p，＋I　はある素数ｐを約故にも

ちます．従ってｎはｐ.ｐ.…,p,のどれかーつで割りりJれます.pln かつplp,pz…p，か

らpjl － pjp2…p，　であり，即ちｐは１の約数です．しかし，] は素数ｐでは割り

切れ廠 いことから，pllは矛盾です．よって，前提は誤りです．

次ぎに述べる素数の無限性の操作的証明は自然数の数齢線上への襄現に鵬づいて

います．教ほ志望学生が探求しておくべき問題のｰ･つはエラトステネスの能(ふる

い)の方法による素数の決定です．そこで彼等は筒がどのように機能するかを学ん

で知りました．この知識を用いて素数の無限性は脳の繰り返しの使用が終わらない

理由を次のように説明することによって証|列できました．素数を見つけだす過程を

進んできて集数ｐに到達したとします．このｐを丸印で囲み，ｐの倍数を全部消し

ます．積

ｎ°２×３×５×７ＸＨ Ｘ…Ｘｐ

は，旋を川いて得た全ての素数の公倍数です．そこでこの数11は飾によるこれまで

の手続きの各段階で捨てられています．素数を決めたときに続く倍数を捨てる過程

ではその隣の数を捨てることはありませんから ｎ の次の数(ｎ＋1)は未だ捨てられて

いません(訳注　言わずもがなですが，如何なる素数も２以上ですから)．したがっ

て，何れの段階を終わった後にも捨てられない数が残っており，その最小数が新し

い素数です.
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例2.Syl ヽ･ｅstｃｒの定理

この科目の第 一一の部分で教員志望学生は等差放列に収り組み，自然数を継続する

数の和として表現することを探求します．この経験に鵬づき，シルベスターの定理

の次のような操作的証明が自然に生起します．継続する数の和は陪段として表しま

す．階段の段歓に従って各階段は一つの積を表す長方形に変型できます．段数が奇

数のときは，中央の段があり，これより上にある部分の階段を切り取って下の部分

に加えます(図2).1 階段の段数が偶数のときは，階段を中火から収直に分け，二つ

の部分をつないで･ つの長方形とします(図3).

・

ｌ

ｌ

｀

図　 ２

図　 ３

これら二つの操作の効果を注意して調べると，何れの場合も提示された数の奇数

の約数が現れます．即ち，階段の数，または初めと終わりの階段の高さの和(階段

が偶数の場合は奇数でなければならない)として現れます．そ坏)帰結として，一つ

の数の任意の階段的表現はｎの奇の囚数を引き起こします．この逆，奇数の辺をも

っ長方形はその奇数の大きさの程度によって二つの・ の階段に変型できる，も正し

い．更に詳細に検討すると，数ｎの階段表現と長方形表現とは一対一両述続である

ことが明らかになります.
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もう一一度述べ ると

象を説明 します．

この操作的証明は問越に側する先の取り組みから知り得た現

教師教育の瑞における操作的証|川の利点は次の上うに明らかです．これらの証明

はこの場と切り離されておらず，密接に|r=漣 しています．操作的趾明に精通するよ

うになると，教員志望学生は初等教育で数学することのための表現の非形式的方法

の使川の良さをを知るように学びます．しばしば，教師教官におけるこのような活

動の本質が初等教官の中に早速収り込まれることがあります．例えば，'基礎学校 ２

年生の教科書にある次のような練習問題を考えて下さい．

１＋2 ＋3 ＝

２＋3 十.･l＝

3 ＋4 ＋5 ＝

子供達は結果を見つめて，３ の段の九九を発見します．（一個ずつ増す）3列のおは

じきの全体は，―つのおはじきを動かすことによって長方形に直せることは明らか

です．このおはじきを川いる取り組みは同じ練習問題を次のような形で再度収り扱

う為には良好な，更に私の兄解では必要な，準備です.

（ａ－1 ）･1･ａ･Ｈａ＋1）

６。この科目に閔する諸経験

教員志望学生から得られた情報を初等幾何の入門科目の終わりに質問紙法で集め

たところ，０型台木・Ａ型台本が全体の75 ％から受け入れられました．Ａ型台本に

おける紀述は非常に時間を使う縦験ですが,有益な訓練でした. 同じ調査において，

70％が発見学習の原理の理解が改節されたことを打定していました．

しかし，この科目が彼等の数学観に多少とも正の彫響をもったことを記した教員

志?!学生はわずか59 ％でした.41 ％の者が最初の Ｏ 型台木のオープン性に対して

関心をもっていることを表明しました．学校では多くの生徒が知識の受容者として

組み込まれていたことから考えれば，この結果は驚くことではありません．これま

での動かし彊い機械論的で形式主義的な数学に対する態度は彼等に安心感を与え，

受容者的態度を生き残らせるのに力を貨しています．学院や大学の仕組みでの中で

機械的な決まり切ったことに心地よさを感じながら，彼等は不確定性に面と向かう

ことを望まないのです．

数学的経験に開する学校からもたらされた好ましくない感化は操作的証明に対す

る教輿志望学生の先入見に極めて顕署です．このこ とを示す例はWitt ｍａｎｎ　ａｎｄ

Ｍａｌ】er(1990)に報告されています／Iざミナールで教ｎ志望学生は図形数を学びまし

た．(図形数は数論の揺藍川jに根本的な役割を演じました．このような数が子供達
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の数学的活動を促すための素晴らしい場でもあることを確信しています.ですから，

lmthe 2000' では図形数は重要な役を演じています．) 特殊な台形欽が正方形と三

角形の図形数(図４を参照のこと)の構成のために導入されました．

型を探求する際に学生達は全てのｎに対して，台形数 Ｔｎとｎとは３を法として

等しいと想定しました．この関係に対してｰ･ つの操作的証明に の時は映像的証明

と呼んでいた)が対応する型に鵬づいて与えられました．この論証の正に吐後に何

人かの学生がその妥lj性に対して不信感を表明しました．教師はそれに介入しませ

んでしたが，全体の学生がこの論証は説明の地位は圭張できるが，証明の地位は主

張できないことに吐ちに意見が一致しました．そこで教師は形式的証明を示し，こ

れと先の操作的証I川とを対決させました.学生達は二つの形ちの証明について考え，

各自の意見を書くことを求められました．提出した小論文は何れも学佼で獲得して

きた証明に関ずる理解が操作的証|川の良さを知ることをどれ毘妨げているかを極め

て明確に示していました．説明のため小論文の幾つかを引川します．

0
０
０
０
０
０
０

０
０
０
０
０
０

０
０
０
０
０

０
０
０
０

図 ｄ．台形数　 Ｔｎ ＝ n2 十ｎ(ｎ－ 1)/2 ＝(3n2 －ｎ)/2

言語・記号的証明はより数学的であるが故に好ましいものである．

映像的証明は私には非常に直観的であり，問題が何であるかをよりよく説明し
てくれる．私にとって点の集まりの形ちから引き出された推論は証明として信用

でき，十分である，不幸なことに我々はこの形の証明に学校では慣らされてこな

かった．言語・記廿的証明だけを教えられてきた．

映像的証明は非常に直観的である．人は命題の流れから関連を理解する．私は
反例を見出す方法が想像できない．というのはどれだけの３の倍数が構成できる

かを問題にしていないからである，私の考えでは証明とは決して言えず，たかだ

か諭述である．似し，全てのｎに関して行われてはいる．学校で言語・記号的証

明だけを証明であると私は学んだ．

ａ語・記号的証明はより数学的である．この証明は，知っておらねばならず，

阿生しなければならない公式に関わるので随 分ときつい．映像的証明は一段一段

巡めることができ，各段階は直ちに明らかである．しかし，映像的証明が試験の

際に認められるかどうか私にはわからない.
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映像的証明の妥当性を受け入れることの認知的葛藤は教員志望学生がより鳥度な

･が門幟的水準に上y?･するための発生学的に自然な兆候として理解すべきです．振り

返ってみると教貝志望学生は専門職的場にj里め込まれた教師養成の課徨を意織的に

鳥く評価しているとい う経験をもっています．ドルトムント大学の教師教育センタ

ーによる最近の研究では，教員養成の後期(2 年間)に在学しているノルトライン・

ヴェストファーレン州の教貝志望学乍2700 人が前期(3 年間)に大学で受講した数

学と数学教育科口の評価を求めた(Zcntrｕnl nlr Lehrｅrbildｕng 1997)結果は非常にの

気づけるものです(表１)．同一の理念を共有するパダーボムとドルトムントの両大

学における教師養成教育課程の評価は，初等教員養成科目を開講しているノルトラ

イン・ヴェストファーレン州の他の６人学よりも極めて高いものでした．

数　　 学

(1 ＝ ｖｅrｙ little，2 ＝nlirly littlc，3 ＝nlirly ｍｕch，4 ＝ｖｃry ｍｕch)

Biclclld

Dorln ｕmd

liｓsｃｎ

Ｋ ６ｈｌ

Ｍ Ｕｎstｃr

Padcr ｂｏｍ

Ｓｉｅｇｅｎ

Ｗ ｕppert ａl

|.98

2,70

1.88

1.78

1.73

2.92

2.12

1.62

Aｖｅrａｇｅ ゙  2.10、s ＝.47

n ＝136

11＝362

n ＝288

n ＝390  

n ＝659

n ＝148

n ゛　76
n ＝168

友　 １ （図示を省略し，表のみ表示）

16 名の著行に よる『過程 としての算数』（MUIler,Steinbring,Witt ｎｌａｎｎ,2001 ）を執 筆

し終わった ところです ．この図書は本論文に概括的に 述べられている教師 教育 のた

め の Ｏ/Ａ 方式に慕づい ています ．この図 川 ま真に数学的な 図書ですが，他の類 書

とは 異なり，数学 のた めに教育を犠牲にするこ とも， 教育のた めに数学を犠牲にす

ること もせずに，数学を 教師教育の場に 雌こ うとしています.

（文献は省略）

Eｒidl Cll. 閲 １１ｍａｎｎ

Ｕｎｉｖｃｒｓitｙ ぼ Ｄｏｒlmｕｎｄ，Ｇｅｒｍａ砂

ｃｗiltｍａｎｎ＠ ｍａtｈｅｍａtik.ｕni-dort ｍｕnd.dc
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