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倍数 、約 数、無 理数 の音楽
山形市 立第 二中学佼　 菊池　 久人

要約：新学習指導要領に括づいて、選択教科では補充的扱いの自山度が川し、従来放課後等時

間のやりくりをしていた内容が正規の授業として行うことが可能となった。それと並行して、

発展的な内容を積極的に収り扱うことが期待されている。特に他教科等との合科的な内容は総

合的な学習の時間との関連にともない、今後注目される傾向にある。そこで、数学を利川して

嗇楽をつくるという体験を通して、数学と音楽の関係に気づかせ、身のまわりの事象と数学と

の関わりを尖感させたいと思い、本実践を仕組んでみた。

キーワード：介科的扱い、片陪、～を法とする

１ 。 は じ め に

今年の夏、選択数学で利川できる素材はないものかと、書店で数学関係の舎籍や雑誌を探し

ていた。しかし、一般の書店にはその手のものはなかなか置いていない、そこで何気なく手に

した科学系の推誌のページをめくると、嗇に関する特集のーつとして「､Xの音楽」という項目

があり、興味深く読んだ。円周串πの近似値:にある数的な処理を加えることにより、音陪を対

応させて曲を作るという試みだりた。Ｘは無理数なのでその近似値は有理数のように|司じ数の

サイクルが現れることはなく、小数点以下の数は｡無限に続く。それ･を膏階に変換すると、ある

桁からある桁のlll】では実に美しい メロディーを奏でるという。これを読んで、選択数学で応月j

できないかと思い、本火yいヽと発展することとなった。

２ 。 音 楽 と数 学 の 関 わ り に つ い て

音楽と数学が関係あると聞くと、ちょっと意外かもしれない。しかし。ドレミフアソラシド

の音階が周波数とい う数航で尖されることからも想像できるように、これらの|Ⅲこは倫接な関

係がある。

嗇楽と数学の結びっきはかな､り占くから知られている。ピタゴラス嗇陪は紀元前6 11t紀頃の

古代ギリシヤの時代、数学膏でもあり。新興宗教の教祖的な作在でもあったピタゴラス及びピ

タゴラス学派の数学理論から、作られたものである。これは、完全５度を積み重ねた音列から

導き出された音階であったが、和嗇を奏すると響きが悪く、その点を改良し誕生したものが純

正律である。純正律は感覚的にａえぱ「自然で無理のない心地よいハーモニーを実現できる音

律j である。理論的にはヘルツで表現される周波数の比串が、１：２（オクターブ）や２：３

（完全５度）など堆純な整数比になるような音程で構成されている嗇律ということになる。純

正律の欠点を直すために考えられたものが平均率である。鮭盤」こでいうところのドから一番近

くのドまでをオクターブというが、それをその澗にある１２の青で均等に分けた嗇fltを平均律

といいう。ピアノの調律において「１秒同に何回音のうねりがあったら」Eしい」　とされる事か

らわかるj二うに平均律は基本的にハモらない音階である。‘¨
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ピタゴラス嗇陪の作り方は次のようにすればよい。
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つまり、「木琴の長さ」とか「弦の長さ」でいうと、「ド」　と「ソ」は「３：２」になりてい

る。「ド」から「３：２」を利川して、どんどん音嚇を作っていくと、次の図のようになる。

ただし、もとの「ド」の長さの半分よりも短くなったら、２倍することによって、オクターブ

内におさめることにする。
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平均律の劣え方は次のようになる。
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これは２倍を 胆均していることになる。したがうて、
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ド

と考える。１２個の平均なので１２ｙ均律という。 Ｘは２の１２東根となり。お

よそ に　０６にな るノ2 ’
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３ ．実 践 に つ い て

今回の実践の対象としたのは、３年の選択数学のクラスである。このクラスは国語、社会、

数学､ 理科、英語の五教科１３コースから各自の希望で選択した生徒によって構成されている。

ここで学習する生徒は概ね数学をlj窓と考えている生徒である。

（１）ねらい

本突践のねらいは数学と音楽の関係の深さに気づき、今後身の回りのことがらについて数学

的な見方や考え方ができるようにすることである。そのためには、次の①（2）を達成させること

が必要である。

（1）音楽と数学の結ぴっきを平均11t、ピタゴラス嗇階の作り方を例に挙げて説明し、それを理解

させる。

②倍数、約数、無理数の近似値などの数の列に音階を対応させ、曲を作る方法がわかるように

する。

（２）拵導の艇開　　　　|11形巾立第 二中学校において･F成１４年9 Jj実施

11時ISII I=11

［1 ］嗇階とギターの弦の長さの関係を知る。

・ある音とそれよりＩオクターブ商い抒の弦の長さを比べると。２：｜になっていることに気

づかせる。完全５度め場合は２::l になっていることに気づかせる。

［２］平均律、ピタゴラス嗇階の作り方を知る。

・平均律は１２乗して２になる数、計算すると約1.06 倍ずつしていくと。商いドから低い

卜’に移動する。

・ピタゴラス副喘はド：ソ＝３：２を利川して、どんどん嗇階を作りていくことができる。

［３］ピタゴラス音階を２；３（完全５度〉と、１：２（オクターブ）を利川して作る。

［､1］ピタゴラス音階は不協和 嗇が生じることより、現在は１２平均律が使われていることを

知る。

』2.鮮州口１

［５１ ３の借款を７で割ったあまり（３の倍数を７を法とする数）に、

０⇒ド　１⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア　４⇒ソ　５⇒ラ　６⇒シ　をそれぞれ対応させ。

曲を作る。

［６］アルトリコーダーで演奏する。

曲を聴いての感想を酋く。

生 徒の感想

・メロデ.f一がだんだん下がｰ)ているところが安定感があるような感じがする。

・最後にシミと土がってから収まるところが何かおかしかった。

・音が鳥くなったり、低くなりたりしている。

・変な感じがする。
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［７］［５］の曲の作り方で、変更可能なところを考える。

生徒の反応

・３の倍数を他の数の倍数に変える。

・７ではなく違う数で割る。

・俘陪の対応を変える。 Ｏ⇒ドではなく、Ｏ⇒ソなど調を変更させろ。

・倍数を約数に変える。

・商を小数で考える。

［８１ ３の倍数の曲の作り方を参考に、変史箇所を工夫して曲を作る。

13時石両1

［９］曲づくりの中間発表として、作った曲をアルトリコーダーで練習し、一人一曲ずつ発表

し、互いに感想を述べ合う。

生徒が最初に作った曲

①５の倍数を７で割り、その余りにＯ⇒ド　 １⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア　４⇒ソ　５⇒ラ

６⇒シ　を対応させる。

才 華 岸 弄 を に 幸

②３の倍数を５で割り、その余りに０⇒レ　１⇒ミ　２⇒フフ　３⇒ソ　４⇒ラ　５⇒シ

６⇒ド　 を刻応させる。

立 八 華 垂 彗 に 匹 ⊇

③５の倍教を８で割り、その余りにＯ⇒ド　１==かレ　2 ＝4ミ　３⇒フア　４⇒ソ　５⇒ラ

６⇒シ　７⇒ド（高）を対応させる。

＝ に＝ 千 千

４･

［ １０］さらに、曲を作る。

「４時間|!」

［１１］作りだ曲の練Wiをして、発表会をする。

・一人ひとりカセットテープに録音する。

・録音したテープを聴くときに、曲の説llをさせる。

・互いに感想を述べ合う。
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その後生徒が作った曲

①３の倍数を５で割り、その余りにＯ⇒フア　ｌ＝かソ　２⇒ラ　３⇒シ　４⇒ド（高）

を対応させる。

②１０の倍数を７で割り、その余りにＯ⇒ド　１⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア　４⇒ソ

５⇒ラ　６⇒シ　を対応させる。

③７の倍数を５で割り、その余りに０⇒フア　１⇒ソ　２⇒ラ　３⇒シ　４⇒ド（高）

を対応させる。

④９の倍数を７で割り、その余りにＯ⇒ド　Ｉ⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア　４⇒ソ　５⇒ラ

６⇒シ　を対応させる。

⑤３の倍数を５で割り、その余りにＯ⇒ド　 １⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア　４⇒ソ　５⇒ラ

６⇒シ　を対応させる。

⑥２の倍数を３で割り、その余りにＯ⇒ド　 】⇒レ　２⇒ミ　を対応させる。

⑦３の倍数を７で割り、小数第二位まで求め、各位の数にＯ⇒ド　１＝｝レ　２⇒ミ

３⇒フア　４⇒ソ　５⇒ラ　６⇒シ　７⇒ド（鳥）を対応させる。

⑧１０８の約数を５で割り、Ｏ⇒ソ　１＝うフア　２⇒ミ　３⇒レ　４⇒ド　を対応させる。

⑨９６の約数を３で割り、Ｏ⇒ド　１⇒レ　２⇒ミ　を対応させる。

⑩７２の約数を５で割り、Ｏ⇒ド　１⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア　４⇒ソ　を対応させる。

0108 の約数を３で割り、Ｏ⇒ド　 １⇒レ　２⇒ミ　を対応させる。

⑩６０の約数を６で割り、Ｏ⇒ド　１⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア　４⇒ソ　５⇒ラ　を対応

させる。

15時間目|

い2 ］√７’の近似値を利用して、これまでの学習を参考に、曲づくりに収り組む。

√1:Fの近似値で生 徒が作った曲

①０，１＝=）フア　２，３⇒ソ　４，５⇒ラ　６，７⇒シ　８，９⇒ド　を対応させる，

②２けたずつに区切って各位の和を９で割った余りにＯ⇒ド　ｌ＝=｝レ　２⇒ミ　３⇒フア

４⇒ ソ　５⇒ラ　６⇒シ　７⇒ド（商）８⇒ソ　｡9⇒ラ　を対応させる。

③３けたずつに区切って各位の和を９で割りた余りにＯ⇒ド　 １⇒レ　２⇒ミ　３⇒フア

４⇒ ソ　５⇒ラ　６⇒シ　７⇒ド（高）８⇒ソ　９⇒ラ　を対応させる。

④１＝φラ（低）２⇒シ（低）３⇒ド　４⇒レ　５⇒ミ６⇒フア　７⇒ソ　８⇒ラ　９⇒シ

Ｏ⇒ド（高）を対応させる。

⑤小数第１５位まで　１⇒ラ（低）　 ２⇒シ（低）　 ３⇒ド　４⇒レ　５⇒ミ　 ６⇒フア

７⇒ソ　８⇒ラ　９⇒シ　Ｏ⇒ド（高）　 を対応させる。

その後は小数部分を２けたずつ区切り，その数を整数と見たてて，７で割った余りに

Ｏ⇒ド　 １⇒レ　２⇒ミ　３⇒フ ア　４⇒ソ　５⇒ラ　６⇒シ　を対応させる。
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４ 。 成 果 と 課 題

合科的な扱 い。特に数学と音楽につい ては、¥i 該学年の 生徒を 対象に行ったことはなかっ た

の で、選 択数学の授業に 「嗇楽 」とい うｊ 県が出 てきただけで、「はじめ『 ３の倍数の曲』 と

聞い たとき、『な んだこれつ・・・』と疑問ばかり残っ た・・・」の感想の ように 遮和感 を感

じ ていたよ うだ。とい うのも、現在使川されている音階が１２ｆ 均律とい う数学的理論に支え

ら れている 事実を 初めて知ることになっ たのであるから!!1然かもしれない。 ギターの弦の長さ

と嗇階の関係におい て、 長さが 口 ２倍になると１オク ターブJI の嗇になるこ とは 生徒に とり

ては 大きな驚き であった。 このように、 音楽の素養が不足しているために、かえってそれらの

僻実が新鮮みを帯びて課題解決に 意欲的に取り組むことができたようだ。ピ タゴラス音|苓が古

く から発見され ており 、その 考えに基づいて弦 の長さに見立てて次々と音階を 作り ていくこと

を 経験させるこ とに より、 嗇階は人の手によっ て作り出されたものであ るとい う実感 が湧い て

きた･ものと思 われる。

倍数の音楽 では 、ある数を法として考えると必ず循環する形が現れる、そ のことに気づいた

「いろい ろ 工夫 しても同じ嗇のつながりになり、 単調な感じになって しまっ た。」という感想

が見られた。数 の繰り返 し、すなわち音の繰り返しを避けるために倍数から約 数へと発展させ

る 発想もあっ た。 そのことは 次の感想「倍数だと必ず繰り返しが山てしまうので、約 数の曲を

多数 作っ たが。なかな かノヽ一モニーがきれいにできる収まりのある数を見つけることができな

かった。しかし、棚っ てみたり。かけてみたり、くっつ日 てみたりと ］こ夫す るこ とができた。」

に も現れてい る。

本実践を終えて。生徒は１２平均律やピタゴラス嗇階につい て理解し、音楽 と数学が互いに

関 係し合っていることに気づく 二とができた。 また、倍数。約数、無理 数を利川して、それに

音を対応 させて曲を 作る方法をj!11解し、数を数学的 に処理するこ とに よって『|llを 作ることが可

能 であることが実感できた。 作っ た曲は･ 人数曲ずつ カセ ットテ ープに録音し て、それを まと

めたものをｰ･ 人ひとりにダビン グして、記念の作品 とし（ 思い出に残るよ うに した。

教科としての 音楽は好き嫌いがはっ きり1.｡ているが、数学 からのアプロ ーチに よって.rl 楽

的 な理論に抵抗なく触れることができた。お そらくこ れまで経験の少ない 作曲 に挑 戦し、形と

して賎すこ とが できたこ とは選択数学の剛産物 として生徒達 の記憶の片隅に残･ パC いく ものと

思う。
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