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数 理 系 学 生 の 数 学 科 教 育 法 の 改 善 （４ ）

ルベーグ積分の導入をめぐって 一一

μ,E仙　卓也（山形大学）

概要1997 年から山形大学理学部数理科学科の数学科教育法（３年次・２単位）

を担当している。ルベーグ積分の導人は2000（平成12 ）年に自作のテキストで４

ページほど行-, たのが最初である。その結果が十分手ごたえがあったので，翌

年2001年のテキストにも，ルベーグ積分部分は改定なしで盛り込んだ。本稿で

は主として2001年の結果のルベーグ砧分部分の報告をし，考察を加える。

キーワード 数理系学生，数学科教育法，高校数学教師教育，ルベーグ柚分

１．はじめに

理学部数理系学生および教育学部学生対象のルベーグ積分の導入の経過に触れる(表Ｄ。

表1　2000 年から2001年の数理系と教育学部の授業

授業記号　数理系学生(数学科教育法) 授業記号　 教育学部学生(確率論)

S O　　　　2000年4月一一7月　　　　　　Ｅ。2000 年9月25[1－28日集中講義

S1　　　　2001年4月一一一7月　　　　　　E1　2001 年10丹－2002年2月週1回

本稿のルベーグ積分の授業の報告の主要な内容は授業SI の部分である。教青学部の部分

の授業Ｅ。,ＥＩの結果はまとまり次第改めて報告する予定である。

数学科教育法でルベーグ積分を導入した理由を述べる（佐伯,2001bc,2002ab ）。一つは

高校生に微積分を教えることを考えたとき，２０世紀に発達した積分の知識を与える必要

があること，これはリーマン積分を外に立って見直す効果をもたらす。二つ目は確率論の

指導のときに公理的扱いではコルモゴロフの定義に触れる必要からルベーグ積分がいる。

そこで，アンケート調査の結果から得ていることだが対象の３年次学生はまだルベーグ積

分は未履修ということで，大学数学でやるスタイルでなく比較的分かりやすい方法の必要

から，ｙ軸の方の分割方法（吉田,1934; 松浦他,1993 ）を利川した。

その結果は朗末考査はやや効果的であった（佐伯,2001b ）が，日常的レポートの結果は

やや低いという結果であり（佐伯,2001c ）分散的であった。次ぎに，本研究の目的を記す。

本稿の目的は

①数理系学生の授業SI の中で，柚分の知識の拡大をねらいルベーグ積分を指導するこ

とについて，授業Ｓｏの結果の追試を行う

②数理系学生の数学科教育法の中でルベーグ積分の桁導をすることの効果について記し

今後の指導についても考察を試みる。
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2.2001 年度の授業Ｓ,実施の要点

2001年度受講生の人数を表２に記す。高校数学教科書に基づいた数学それ自身の理解力

を高める指導法の工夫がいる。このため2000年度のテキストはかなり大幅に改訂した。従

来のテキストからかなりの部分を削除して，改めて「積分（ルベーグ柚分）」，類比教材

として「ヤコビの実変数楕円関数の類比としての三角関数」等を入れた。2001 年度のテキ

表２　授業SI の申告者数と期末試験受 験者数

計 計

3
3
８

C
　

０
０

９
‥・男子

女子
一計

申告者数
-
３年次　 過年度

29　　　4

8

37　　　4 41

期末試験受験者数

３年次　　 過年度

27　　　2

8

35　　　2 37

ストは前年のテキストを若1 変゙えた。しかしルベーグ柚分の部分は変えなかった。次に新

テキスト（2001年度）の内容を卓と節の見出し（目次）を示す。

１ 序論：新旧指導要領の比較，簡単な数学教竹の雁史等

２ 児童生徒の数学学習モデルを求めて：低学年川数学的モデル，ブルーナーの翻案，

スフォードの既 含形成モデル

３ 話しかけ法・テキス1ヽ 法（講話法）：話しかけ法・テキスト法について，テキス1ヽ

法の実際

４ 類比教材について：類比教材の概念，類比教材と先行オーガナイザ

５ 解折の内容から こ高校数学教科書から,高校数学の背景となる数学 一 関数について

高校数学の背景となる数学 一 長さについて，演習と実習課題（数学Ｈ）-- その１

高校数学の背景となる数学 一 積分について，演習と実習課題（数学II ）一一その２

６ 類比教材の利用：ヤコピの実変数楕円関数の類比教材としての三角関数，類比教材

としての三角関数と双曲線関数，演習と実習課題（数学HI ）

7 高校数学の背景としての幾何（図形）について：ユークリッド幾何学の歴史，ヒル

ベルトの幾何学の基礎，非ユークリッド幾何学の例，演習と実習課題（数学Ａ）一

幾何そのＩ，軌跡について，演習と実習課題（数学Ｃ）一 幾何その２，作図題につ

いて，演習と実習課題（数学Ａ）一 幾何その３

（注）」この５の「積分について」その２，でルベーグ耕分を扱っている。

３．ルベーグ積分の導入の実際

テキスト作成の参考にした主なる文献は矢野編「数学小辞典｣(1968)，吉旧洋一先生の

本(1934),松浦他(1993)等である。テキスlヽ の項目は(5.5) 高校数学の背景となる数学

一 積分について，で見出し部分と要点のみをたどることにする。
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(1)ディリクレ関数，(2)ジョルダン渕炭とリーマン柚分，(3)ルベーグの洲炭：

区間la,b] の長さをｂ－ａとする。今測度を測りたい集合をＧとする。区間を有限佃

または可詐無限個の微小半圃g 間ε，＞0(i ＝1,2,･・･) によって訓りたい点集合を全部

を被覆する。

(外測炭の定義) 有界槃合は必ず有限個の区間で被厦できる( ハイネ・ボレルの被厦定

理) 。点集合を覆った区閥の和をＧ(０ ＝Σ ，ＥＩとするとＧ(ε)＞(Ｇの長さ)であるか

ら，覆い方をいろいろとり，このＧ(ε)の下限を集合Ｇの外測炭という。

(内測度の定義) 点集合Ｇは打界であるから，それを含むあらかじめ制度の知られてい

る区閥( これをＩとする) でＧを囲んでおく。これを[ａ,b]＝I とし,区間の長さを目 ｜

とし 口こ関してのＧの袖集合Ｇｃ＝Ｉ－Ｇを考える。Ｇｃを再び微小半開区間で覆い，そ

の和のド限をＧ・(ε)とする。そこで目 卜 Ｇｃ(０ を作ると11 卜 Ｇｃ(ε)＜Ｇ(０ ，

この左辺を集合Ｇの内測炭という。明らかに( 内訓度) ＜( 外測炭) であり， Ｅｉ→ ０

のとき，( 内測度) ＝( 外洲度) ならば，集合Ｇはルベーグ可訓であり，その値をＧの

ルベーグ測度という。

(4)ルベーグ呵測関数，ルベーグ柚分の定義:f( ｘ)は[ａ,b]で定義された有界な関数とする。

まず，f(ｘ)≧Oとおく。[ａ,blにおけるf(ｘ)の下限をL，1ﾕ限をMとして,区間[I｡，M]を分点

I.＝αｏ＜α2＜●●●●＜α。＝M

によってｎ佃の小区間に分割する。αi≦f(ｘ)＜αHI となるようなｘの集合のルベーグ

測度をｍ(びi，αH1) で嵌し,この分割を △として

ｓ
ム　'

Σふ ａｌｍ(α
卜I.

α
‘)　 ‰ ゛

Σふ αj-lm( α
‘-l･ αi)

とおくと，皿ｘ((zj－α,-j) －→0 となるように分割を細かくするとき

となる。特にＳ

分と言い

一

一

S4　 ‾‾゙ S

S のときその値をSとすれば，

S＝(L)

ぐ

f(Ｘ)dX ＝

s４　　　:　s

Sをf(ｘ)のａからｂまでのルベーグ積

ぐ

f(Ｘ)d Ｘ

等で表し，f(Ｘ)はルベーグ砧分可能と言う。

以｣二で古旧洋 一･先生流儀のｙ軸の方の分割方式のルベーグ積分の記述を終わる。

４.2001 年度の授業SI の結果

日常的な授業の巾では演習と実習を行った。これらの評価はレポー|･を提出させて行っ

た。レポートは４月２０日より７月６日まで６回課し１週問後に樅出させた。課題はテキ

ストの「演習と実習課題」の中から出題した。 これらのレポートはすべて応答の必要なカ

テゴリー項目を選び，それを記述してる個数で評価した。ルベーグ積分に関係する部分の

課題を記す。
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【日常的なレポートの課題】（４回目の課題　６月２２日）

田 テキス1ヽ 問題［5.9 ］教科書数Hp.122 の1行～14行の数学の事実を，リーマン積分の

言葉で言い換えて見よ。また，ルベーグ積分でも試みよ。これは高校生に説明する問

題ではない（教科書の問題は定積分の定義である）。

（2）教科書の同じ簡所のｊ 実を，数学Ｈを学習している生徒が理解可能な水準で，リーマ

ッ積分で言い換えて説明するための「テキスト法」のテキストを作成してみよ。

表３　日常的なレポートの関係部分の分析

解答区分　 応答人数 コメント

-
（1 ）［ 数 Ｈ 積 分 の リ ー マ ン 砧 分 で の 言 い 換 え|

大体良し　4(11.8)

中ぐらい21(61.8)

不完全　　9(26.4)

計　　　34

[定義で出て来た関数例]

連続関数10(29.4)

有界関数10(29.4)

一様連続　1(2.9)

桁定なし13(38.3)

Ｄレベーグ積分で言い換え1

大体良し　4(11.8)

中ぐらい21(61.8)

不完全　　6(17.6)

解なし　　3(8.8)

計　　　34

ここでの問題点は学生のリーマン積分の定義が明確でない

ことである。これは理学部の積分の履修の問題である。

有界関数の意識，ｓｕp.inf の理解にも問題がある。

授業効果　やや低い(-)

高校の教科海は関数は連続と決まっているので指定しない

受講生に闘くとルベーグ積分は学習してないと言うので必

要な測度，ルベーグ測度，ルベーグ積分の指導をしたが，

それだけではあまり効果はないように見える。

授業 効果　 低い( 一一)

(2に リーマン積分で言え換え(2)]

大体良し　8(23.5)

中ぐらい12(35.3)

不完全　　5(14.7)

誤無答　　9(26.5)

計　　　34　　　　　　 授業効果　やや低い(-)

次に期末考査の問題を示しておく。

【期末考査の課題】（課題は３題で，テスト日時は７月２７日14:40 ～16:10，テキスト

参考書類持ち込みは良いとした）

［１］リーマン積分とルベーグ積分の定義について，相違点を論ぜよ。

以 下略す。
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次に期末考査の結果を尖４に記す。

表４　期末考査の分析

解答区分　応答人数(X)　 応答のカテゴリーとコメン1ヽ
-　--
｢目リーマン柚分とルベーグ積分の相違点

山定義の記述

昨 剣　　17(45.9%)　 リーマン柚分とルベーグ噺 分の定義が揃っている

不,Iﾐ確　16(42.2)　　 定義がｰ一つだけとか，特にリーマン柚分が不正確が多い

白紙　　　4(10.8)　　･･･ 高木貞治解析概論p91の通りとする ‥･ という例あり

(2徽腎　　15(40.5)　　 ルベーグ測度を正確に記す

不正確　17(45.9)　　 測度の定義が不正確

自紙　　5(13.5)

計　　　37　　　　　　結米の判定(1 ×2)とも　やや高い(1)

評価は応答のカテゴリー項目をきめそれが満たされているか否かの佃数で数値化した，括

弧内はその全応答数に対する匁である。 また，結果の判定では恣意的だが，一応応答率が

商い方から，高い(Ｈ)，やや高い(1)，中間(圭)，やや低い(･-)，低い(－)とした。

５．考察

2000 年度実施の『話しかけ法・テキス 』ヽ法｣ の後を受けて，今年度(2001年度)大幅に改

変した方法で授業を行った。今年度新規に実施した箇所の評価について記しておく。

ルベーグ積分のもとになったりーマン積分の定義が不正確であ-１た。記jとRの方法も関数

をきちっと決めていない解答が以外に多い。したがってルベーグ積分の述べ方も数学の授

業で未学習のこともあり，ルベーグ測度の意識もこれだけの授楽では期待出来ないのも当

然かも知れない。

レポートの部の評価の判定はやや低い(一一)と低い(-一一)と出たが。期末テス1,の方は逆に

山,12)ともにやや高い(t) とな-１て，結果は分改的になうた。これは期末考査の方が７月に

行ったと２ うことで学生は勉学の機会がそれだけ多くなったとも解される。

|]常的なレポートの評価問題。期末考査の評価開題がともに少なくこれだけで結果につ

いてはあまり明喩なことを言うためにはかなりの無理かあるように見える。ここが本研究

の最大の限界になると考えられる。しかし，一つの実践例として捕らえればそれなりの情

報を提供しているようである。そのような意i宋において，今後のルベーグ積分の指導に期

待を持たせる結果かも知れない。
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