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教 育 学 部 に お け る 確 率 論 の 授 業 例

一一　 ルベーグ積分の導入とコルモゴロフの公理

佐伯　 卓也（岩手人学名誉教授）

概要　教育学部学生対象に2000 年には集中講義，2001年後期に普通講義とし

て，毎週火|lsy l=17，8 校峙に確率論の授業を行った。授業は2000年に作成し

たテキス1ヽ を川いて行-1だ ，さて，確率論のコルモゴロフの公理を入れるため

にはルベーグ積分の知識がいる。ところがj!11学部数理科学科では2000年度以来

数学科教肖法の中でルベーグ積分の講義をした結果，成果が得られたので，|」

数教の３引01論文発表会その他で一部報告をした（佐伯，2001ab ）。J9 人法は

以 前の吉ll卜1934 ）の着μにほるｙ軸の方の分割による方法による。この経験

のもと。教育学部の学生を 対象に実施を考えた，だが，教方学部の学生対象で

はルベーグ積分の講義の経験がなく，企くび）試行として実施した。2001年度の

授業の結果は予想以上の成功の例とな,ｊだ｡
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１．はじめに

2｛剛 年と2001 年に。教育学部の 一般学生対象の卯:率論・統計学の授業をIU当した。2m1

年度は９月 ﾄ 旬゙に集lp 講義形式 で行い，2001年度は後明に毎週火|剔］の７・８校時に普通

スタイルの授業として行･つた, 受講した学生は，2000 年度は豺名，途中4名取り消しで最

終テ又卜では4【1名受験した，2001 年度は14名申告したが最後は3名誠って11名にな-１た。

２年問で人教が大きく変動した鯉山は，集中講義では受講できた教育学部総合教育学科29

名が時間割の関係で受講出来ずに，学校救育学科（数学科）だけになうたからと考えられ

る。この部分を みると，集中講義の峙もＭ名で人数的にはあまり変わりがない。

確率論というと／コルモゴローノの公理が浮上する。ところがこれの導人にはルベーグ積

分を川いなければならない。ところが。たまたま，理学部の数理科学科で担当している数

学科教育法の中で，2001 年前期以来ルベーグ積分の指導をiiい成功Ｌていた（佐伯，2001

ab ）。 その方法は古田（1934 ）の著ガにみるｙ軸の方の分割による方法だったので，早速

教育学部学生対象に導人を試みることにした。次ぎに本研究の目的を記す。

本研究の川的として

①ルベーグ積分，コルモゴロー7の公理について学生の理解の度合いを緬:かめ，この題日

の講義を収り入れる妥 喘?jﾐを;i!る，

②屎率・統計の授業の内容と授裳峙間数の適|燈1ﾐの確認をする，

を取りJIげることにした。
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２。授業の概要

『2』)作成したテキストの内容

集中講義の時からテキストを川いたが，ここでは2001年度の一部改定したテキストの項

「1について記す。これらの項目で授業の内容がある程度分かるに違いない。

０．確率の始まり

１．確率：算術的確率，-･･j2の確率概念

２．基本定理：命題算，確率の堪本性質，ラプラスの算術的確率，条件付確率，壷と球

の問題・屯:複試行，確率に関する諸定理と例題

３．確率変数：確率変数，平均値・分散，共分散・相関係数，歴史的な問題２題（ビュ

フォンの針の問越，モンテカ片口法。）

４．確率論のコルモゴロフの公理：リーマン柚分の主なる欠点，ディリクリ関数，ジョ

ルグッ測度とリーマン積分，ルベーグの測度，ルベーグ測度の性質，ルベーグ積分

の定義，コルモゴロフの公理による確率の定義

５．確率変数と分布：佻率変数の定める分布，チェビシェフの不等式，確率変数の劉泣

６．大数の（弱）法則と中心極限定理：大数の法則，二項分布，中心極限定理

７．分布：ポアソン分布，連続分巾，ill規分布

（確率論演習問題）

８．統計的淮測：統計的仮説の検定，既約，正規分布，χ2分布， スチューデントのｔ

分布。ワイシャーのＦ分布

演習問題は上述の演習問題のほか随所に抑人してあり，随時のレポートの課題，小テ

ストに利川した。

次ぎに表１で，受講生の人数を示す。

表1　2000 年度2001年度の受諾者数と最終試験受験者数

‾200叫迪　　　 申告者数　　　　　　 最終試験受験が数

男子

女子

３年次　　　 過年度
－ 　 ■ ’ｆ ｒ 　 　 　 ㎜ ㎜ ｒ ■ ㎜

Ｊ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 － ． 　 　 　 ． 』 － ● 　 　 　 　 皿 皿 ／ 一 ｋ

３年次　 過年度　 計

21（7 ）　6 （3）27 （10 ）

17（4 ） ｛｝（O）17 （4 ）
－

38（11 ）　6 （3）44 （14 ）

19(7)　4 小　　23(8)

17(4)　0(0)　17(4)

36【】D　4(D　40 【】2)

申告者数

３年次　　 過年度 計

最終試験受験者数

３年次　　　過年度 計

20〔〕1年 度
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計　　　　　　11　　　　3

0 内は中学校数学コースの内数
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（2.2 ）2か年の受講生

2000 年度は9Jj25日（.JD － 2811 （木）に実施した集中講義であり，2001年嫂は後期毎

週の火曜7－8咬|籾）授業である。

2000 年度は槃111講義でしかも休暇中に実施したこともあり， 多くの学科コースの受,満者

が鯉修した。それに反して｡2001 年度は毎週の授業で出席者が制限されて数学科の中学校

課程に限られた形になｰ, た。表の巾の2000年度の部分に中学校数学コースの人数は Ｏ　に

内数として示した。これを見ると20圓年度も2001年度もほぼ同数となっているのが分かる。

（2.3 ）2001年度の授業の経過

2000年度は集中講義という特殊な小情で標準にはならない。そこで2001年度の授業を記

しておく。

大体の経過は，テキ ストに従ってその内容を説明し，足りない部分は岫説を加えた。必

要があればアンケート（｡小テスト）で学生の実態を確かめ，慣れてくるに従ってレポート

を課した。レポートは回収した時に必ず解笞を示しできるだけ詳しく説明した。このため

予定よりも多くの時間がかかり，レポートを課す回数が２回少なくなりだ。そのためレポ

ートの配点に不揃いが出てしま-１た。次節で実際のレボート課題と配点を示す。

３ レポート課題と期末考査課題

（3.1 ）レポート課題

目回］毎回の試行にある事象が起こる確率をｐ，起こらない確率をｑとする。ｎ回の

試行中丁度ｒ回だけこの事象が起こる確率を求めよ｡ （10 点）（回収ll:10 月3011 ）

121!il］テキストp』3 で示したディリクレの関数がリーマンの意味で積分出来ないこと

を示せ。（4点）（呵収日:IL 月13日）

「3回ＩＡ，Ｂ二l人がＡＢの順で交互にコ インを投げ，先に表を投げた方を勝ちとして勝

負を始めた。それぞれＡ，Ｂが勝つ確率を求めよ。（･1点）［回収日:11J］201」）

（ヒント：この解は無限等比数列の和の極限になる）

14回 ］Ｓ。＝ＸＩ十X2 十・･･十Ｘ。とお〈 。任意のε＞０ に対して

ｉ－
Ｓ
ｙ

―く

－ ｍ

'５
ｙＡ →　 Ｏ　 （ ｎ －･ｕ ）ヽ

この式が成り立つとき， {Ｓ,､／ｎに ｌ はｍに確率収束すると言う。このことを証明

ぜよ。この命題を大教の（弱）法則という。（12点 ）［回収日:12月HI ］）

（ヒント：参考書鈴木　武| ’確率入門.i ）

以JI がレポート課題であり，各問題の末尾に得点を記している。レポートはもう2回程予

定していたが，日罹が取れずに･H01 で打ち切ったために得点に不1前いが出た。レポート

は最初から介計で30点になるように計画してあったのでそこは計叫に従-
，た。
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（3.2 ）2皿 年度の期木考査問題

目/ln 本の柵引申にｍ本のｉ たり籤があるとき，最初に引く人と，２番目に引く人と

の損益はどうか。（15点）

［２卜j1えられた線分ＡＢ（長さａ十ｂ十ｃ）上に長さａなる線分ＰＱおよび長さｂな

る線分ＲＳを取るときＰＱとＲＳが共通部分を打する確率を求めよ。（15点）

「３ １ テキス1 ｐヽ.13 で示したディリクレの関数がリーマンの意味で債分出来ないこと

を示せ。（10点）

［４］テキ ストp.29 の問，「この解にならい，５回申３呵６のl」が出た場介。仮説が

棄てられるか西かを，危険率0.01 で計算してQ,よ」を解け。（10点）

期末考査は2002年明29 日（火）に行った。ちなみに成績判定は出席20点，レポート30

点 ，期末考査50点，合計100点として，その得点で判定した。

４．結果

レポートは良く制御できない（参考占や友人に闘く ），結米は参考罹度にしかならない

ので省略する。ただ，レポートは4 1･jlともIliい て提出しているが，川木考査になり，急に

３人減り，１１ 釦こな-１た。次ぎに期木考査の結米を表２に記す。

表２　期木考査の結米

問題番号
ilﾐ答率(%)

ＩＴ １ ］

ｆ

．

２ 」

［ ３ ］

［ ４ １

問　題　内　容
一
柵引の最初に引く人と次の人との損益

而積で表される確率

ディリクレの関数のリーマン柚分不能

統計的仮説検定の問題

15

10

10
－
50

平均点
-
13.636

13.181

8.636

7.727
-
43.182

90.91

87.78

86.36

77.27
-
86.64

一一一一 一
（ 考 査 の 条 件 は ， い わ ゆ る ノ ー1 ヽ試 験 で ， 自 分 の ノ ー ト や 参 考 書 類 を 見 さ せ た 。 ）

ところで，レポートと期末考介の問題の内容は一緒に考えなければならない。レポート

の２回目のディリクレの関数は期木考査の［３］と同じ問題であったことは，学生に確実

にこれらを理解させる意図による。しかし，何はともあれこの部分の正答率が86.3励;だっ

たことは成功したと考えて良いだろう。この結梁はルベーグ積分を学生に党えさせたかっ

たと言う当初の目標はほぽ達せられたものと考えて良いだろう。レポートの３回目の無限

級故になる問題や，４回目の大数の（弱）法則の問題も，同様に確率論のトピックとして学

生に履修させたい内容の理解を目的として出題している。
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本研究の目的と関連させる前に，理学部数理科学科でのルベーグ＼債分の授業を 見ておく。

J111学部数理学科では2000 年度からルベーグ積分を数学科教育法の中で試みている。これは

筆者の七えとして教学を教える数学科教μ法の立場である（佐伯，2003b）。その方法は，

松浦他（1993 ）で表れたが。それは以前川いた方法（吉田，1934 ）の著書にあるルベーグ

積分の定我の仕方，つまりｙ軸のﾉjの分割による方法であった。数理科学科ではいずれル

ベーグ積分の授業は。 専門コースとして行われるはずであるが，それとは別に，学生に第

二の 方法として，この吉川流儀のりーマン柚分の定義と似た方法で学生に教えておいても

良いだろうと思-, ている。この理学部での実施の納果がある程jl成功的であｰ, たので，同

年９月に実施した教 俘学部の集中講義でテキス川こ採川（評価はしていない），2001 年度

に再び採川し，評価の結米， 予想以上の成功を収めた。

さて，本研究の目的（りであるが，教育学部の学生に対しては確率論のコルモゴロフの公

理の記述のためにルベーグ柚分を導人したので砧分そのものは目的ではなかった。しかし，

レポートや期木考l’iEの関連部分を昆る限り確率諭としての二jルモゴロフの公理の指導のた

めの，ルベーグ積分を導人すると言う目的は達せ,` ,れてるように見える。しかもそれが于

想以 上の成功的な結果となったことは憲外な結果だが，これは残った学生が中学校課程の

数学科の学生であったと言う理山によると考えられる一従-,てこの成功例は一般化はでき

ないが，このような成功例も存在すると主張することは111能である。

次ぎに（を）の確率論・統計学の授業の内容と授業峙間数であるが，今回の試行では全くの

時間不足であ-１た。特に，推測統計部分は目的に全く達せず，ただ軽く触れた程度に過ぎ

ない。この辺を十分に行うには，11!位数をj見行の2 11!位から４単位くらいにする必要があ

ろう。しかし，それは他の教科とのバランスからＭると，確率・統計だけ強化するわけに

はいかない。従-,て２単位のまま確率・統計で扱う内容を大幅に桁選する方がより現実的

であろ 矢。

ここで問題になるのはルベーグ積分の扱いかたである。ルベーグ伯分とコルモゴロフの

公理が今回の試行のポイントなので，これを何とか残したいとａうことで検討してQ.よう。

筆者はかねてから２０世紀の解析学はルベーグ積分の発展に負うと=ぢえているので， １９

Ｒ紀的なりーマン砧分だけでは不足と考えていた。ただ，今回の試行では人数が大幅に減

り，しかも残ったのが数学科の巾学課程の学唯であったのが幸運であ･，た。そこで，ある

程度ルベーグ私分の指導とコルモゴロフの公理の指導が成果をあげることができた原囚と

な-１たことはそのためかも知れない｡ ひるがえｰ-Jて，2000年の時は評価は|･分しなかうすこ

が，その時の学生別象では，数学科の中学,浬程だけでなか・ーたので，成功しなかったと思

われる，ここは今1111の試行の限界でもあろう。
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ａｒｅ Ｌｅｂｅｓgｕｅ'ｓ integral ｓ ａｎｄ t ｈｅ ａχｉｏｍｓ ｏｆ Ｋｏｌｍｏｇｏｒoff in probability t ｈｅｏｒy.ln

ｓt ｕdy of Lebe ｓgｕel ｓ int ｅｇral ｓ、 ｓtｕｄｅｎtｓ ｉｎ Ｆａｃｕlty of Ed ｕｃａtion fini ｓhed ｗit
ｈ

ｎｏtｅｗｏrthy ｓｕｃｃｅss than ｗｅ ｅxｐｅｃted ，

Akita University
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