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“数 学 を 教 え る と い う 数 学 科 教 育 法"

の 意 味 に っ い て

佐伯　･;池 ぐ岩手大学名誉教授）

概要2003 年７月に日数教の八･1-瓦誌1年記念誌が出版された。執筆を依頼さ

れた文の最後に“数学を教えるという数学科教育法”と記した（佐伯，200

3b）。しかしそこでは文字の制限のため説明ができなかったので本稿で説明

をした。 さて，筆者は1997年以来山形大学川学部数理科学科において数学科

教青法の授業を担当して来た。この授業はいつも自作の「テキスト」（印刷

物）を利 川している。 初めからかなり数学を教える内容を含んでいるもので

あったが，毎年の授業経験に基づき占き改めるので，より高度な“教学を教

えるという数学科教育法”の内容に変わｰ,ていった。

１

キーワード 数学外教だ法，高校数学教師教育，理学部数理科学科学生

はじめに　ー･“数学を教えるという数学科教育法”の由来

３

山形大学理学部数理科学科で担当している数学科教青法の内容だが，初めは意識しなかっ

たが，自然に数学そのものも教える部分を含むようになり，その過代で“数学を教えると

いう数学科教百法”を七えるようにな・ーていった。所で，2003 吊に初めて公に「日数教の

未来を語るに寄せて」の拙稿（佐伯，20031））の終わりの部分で“数学を教えるという数

学科教育法”という川謡を川いた。 文字数の制限のため，この憲味については何も説明出

来なかった。そのため“数学を敦えるという数学科教斤法”の意味の説明を木稿を借りて

することにした。

普通数学科教育法（以下“教育法”と略す）の授業を試みるとき，その講義または授業

の中で，ある種の「数学」を例として川いるのが普通である。その数学の例は，学校数学

の中学と高校数学の中から採-つてくることが多い。数学の授業で数学を説明するための引

川の数学をどこから採って来たかの分類を試みる，まず，その数学の説明を学校数学の巾

の数学を川いて行うときの水準を第一水準の「数学を教える教育法」と呼ぶことにする。

所で教師の数学の知識は，生徒よりも名くないといけない。こういう観点から，教育法で

引川したり川いたりする数学の例を人学の数学の授業の内容から採-,てくる水準がある。

この水準は大きく分･ければ，学校数学の内容に比べてその内容が関述する水準にある場合，

つまり特に高校の微柚分のとき。大学の水準の微積分を引用する例がこれである。この上

うな水準の数学を例示して教えるような峙は第二水準の「数学を教える似 征 」と呼ぶこ

とにする。普通はほぼこの第二水準で終わ一,ていた。筆者のテキストも初期のうちはこの

水準までであった。ところが，毎年改良を加えていくうち，自然にこの水準を 大きく越え

Akita University



４

て 高度 な数学の水唯とか数学 史ll の高度な数学の水準の数学に変容 していった。 このよ う

な高度な専門的 な数学 の水準 の数学 に達 している峙，第二水準の「数学を 教える教 だ法」

と呼んで区別す ることにした。 まさ しく，2001 年度のテキストは第 三水準の「数学を教え

る教 百法」であ った。 これらの暫定的な定義を川いると，筆 者が山形大学理学部数理科学

科で実施 した教百法は 第一水 準の外， 第 二水準と第三水唯の部分を 含む教育法であったこ

とになる。

こ れら の教育法をMethod of t ｃａｃｈｉｎｇ ｕlhcatic ｓ ａｓ Teaching Mathc ｕtic ｓ ltself

と仮に呼 び，略してＭＴＭＩということに する。

本稿の目的 は， 山形大学理 学部数理科学科で行った教育法 の授業 で 用いだ 数学を 教え

るという数 学科教育法”（Ｍ ＴＭＩ）の内容を，川いたテキ ストの尖 例で記し，説明を 加

え考察を することであ る。

本稿は本学会 第35 回年会の配布 資料（ 佐伯，2003c ）を論文化 したものであ る。

２。教育法の変遷の経緯

（2.1 ）初期のテキス1ヽ

教育法のテキス|･は1998年度から自作した。その最初のテキス1ヽ を取り上げてその目次

を示す。

表1　1998 年度に用いたテキストの目次

§１　，序論

§２　臼本の数学教俘史の機観

§３　角の３等分問題

(3.Ｄ 問題の所在

(3.2) 角の３等分方程式

(3.3) 数体

(3.4) 定規とコンパスで作閔可能な代数的演算

(3.5)60 °の３等分作悩不可能の証明

§４　幾阿学について

(4.Ｄ ユークリッ|ご幾何学

(4.2) ヒルベルトの幾何学の基礎

(4.3) ユークリッ|ご幾fl･J学の例

(4.4) 長さについて

(4.5) 非ユークリッ|ご幾何学

§５　関数の一様述続性

(5.1) 関数について

(5.2)Ileine -Borel の被厦定理
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ぐ5.3) 一唄l連続件の定Jlll

がり　関数列の 一様収束について

(6.1)･ 揉収束の定義

(6.2) ・一様収 束と微分･積分

(6.3) 無限級数の･1 訓か昶

月７　教材化研究

(7.Ｄ 教材研究と数材化研究

(7.2). 政材化研究の基本

(7.3) ブルーナーの翻案

(7.4)Gal'pc ｒjn 』?11論からの格石点モデル

(7.5) グレーペルび)ＦＡＣＴ システム

ぐ7.6) パソコン・グラ゛ﾉ電･;1等による授裳の尺度

(7.7)j 単位時間の幅でぴ)授業の尺度

§８　散材翻案の手順 一　教材化研究の只体化

(8.1) 教材の確認

(8.2) 教材翻案の手順

Ｍ９　結,沼として
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となｰ,ている。この中で特にＭＴＭｊと判断されるJ川｣ は，§５と!j6 の部分に発見され

る。しかしこれらはいずれも大学数学てあ･・ても高校教Ｍに関連する内容なので第二水準

のＭＴＭＩとなる。

（2.2 ）2001年皮のテキスト

印 貞に引き続き200j年度に川いたテキストの目次をλ２で示す。

表２　平成】3(2001)年皮に川いたテキストの目次

§１．序論

§２．児童生徒の数学学習モデルを求めて

(2.Ｄ 低学年川数学的モデル

(2.2) ブルーナーの翻案

(2.3) スファードの概念形成モデル

ｇ ３． 話しかけ法・テキスト法( 講話法)

(3.1), 店しかけ法・テキスト法について

(3.2) テキスト法の実際

§４．類比教材について

(4.Ｄ 類比教材の概念

(4.2) 類比教材と先行オーガナイサ
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§５．解析の内容から

（5.1 ）高校数学教科 浬から

（5.2 ）高校数学の背泄となる数学 一　 関数について

（5.3 ）高校数学の背ほとなる数学 一一 長さについて

（5.4 ）演刊と実習課題（数学Ｈ） 一一 その1

（5.5 ）高校数学の背景となる数学- 一一 積分について

（5.6 ）演習と実習課題（数学I「」-一一 その２

!ｊ ６．類比教材の利川

（6.1 ）ヤコピの実変数楠川関数の類比教材としての三角関数

（6.2 ）類比教材としての三角関数と双曲線関数

（6.3 ）類比教材の演習と実習課題

（6.4 ）演習と実習課題（数学Ｉ ）

§７．高校数学の背蛯としての幾何（図形）について

（7.1 ）j」.－クリッ|ご幾何学の雌史

（7.2 ）ヒルベル|･の幾阿学の基礎

（7.3 ）非ユークリッド幾何学の例

（7.4 ）演習と実習課題（数学Ａ）　　 幾何その1

（7.5 ）4似徊こっいて

（7.6 ）演習と実習課題（数学Ｃ）　 一一幾何その2

（7.7 ）作図題について

（7.8 ）演習と実習課題（歓学Ａ）一一 幾何その３
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となっている。この中で特にＭＴＭＩと見られる項目は，§５と§６の部分に見られる。

(5.5) の拓分の中身はルベーグ積分であり，筆 芹(佐伯,2{}03a)が以1斑示した内容とほと

んど｢11じであり，水準から1£ると第三水準のＭＴＭＩとなっているので，次節で改めて示

す。 さらに!16 でも，やはり第1ﾓ 水準のＭＴＭＩの｢ ヤコビの突変数楕円関数｣ を記して

いるのでこれも次節で示すことにする。

３．第３水準の「数学を教える教育法」の教材の実際

（3.1 ）ルベーグ積分

ルベーグ積分の一妬 の筋道については東北数学教百学会年報で報告（ 佐伯，2a03b）済み

であるが，ここではまだ報杵していない部分を直接筆者の2001年度のテキストからの直接

の引川を交えて記すことにす る（修iE，加筆を含む八

● ● ● ● ● ●

（注意）可測閔数はルベーグ積分ができるが，普通の関数はすべて可測閔数であり，可

測関数でない関数を捜すのが殆ど不可能とさえ言われている。そのため，応用がし易い。
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以 ド、 ルベーグ積 分を 説明 する、

一
丿
上

ｂ

リーマン積分

－７

いま積分する可測関数ｙ＝ｆ(１)とし， ｔの敞域は

二

ルベーグI積 分

ｔ

ａふｔ≦ｂ、ｙの仙域θ;4f（1）乙φとする。りーマン積分の時は左図のように領域の

ｌ軸の方で分割するが，ルベーグ砧分では右図のように値域の方で分割する。,区間［θ，

φ１の中でｎ個の分点を

このとき

θ 一f ,lく ｒｌ＜ ｆ２＜‥・・･こｆ

し ≦

ｆ ｌ三

r（t

f（t

)乙 ｆ

)二 ｆ

＝φ，　し ＝f（ti ）（
一

！ ＝0 ，1.2 ，・・・，ｎ ）

２

を満たすｔの集合を ぎＯ

を満たすｔの集合をぎｌ

ｆ｡--,二ｆ（ｔ）Ｓ に　 を満たすｔの集合を Ｇ Ｉ

なる襲合 ξi（i＝0,j,2､･ ‥,nl ）のルベーグ測陵をｍ（ ぎi）＝･miとする。そこで,和

ｓこ-Ｊ。111,1＋r,ｍド|　寸●･　十几_lm｡-I

ｓ＝flnh ＋f2rnl＋　●●●　唾rnlllll l

を作ると，ｓはｆ（０のこの拾分値の小さい方の近似値，μ Ｈ（t ）は大きい方の近原仙

をり･えている。一一老 にｓこｓであるが，ｒＩＨ－ｆｉ-=△,‥-ヽ ０となるように分点の数

を無限にしてい。たとき。分点の取 杓方に関係なく

ｓ＝ｓ＝Ｓ

が成り立っとき， Ｈｔ）はルベーグ柏分川能であるとぽい。このＳの値をｆ（０の区間

Ｌａ，ｂ ）におけるルベーグ積分の伯という｡

この説明は学生にも分かりやすく，しかも理学部で後にやるルベーグ枯分の定義とも異

なるので祁合がよく学生にはいろいろなルベーグ積分の知識の挑供になると考えている。

（3.2）ヤコピの楕円関数（失変数）

次にテキストのヤコピの実変数桁円閔数の部分を詳しく記す（修正．加竿をｇむ八
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－８ －

数学の歴史上よく知られているヤコビの桁円関数（実変数）について触れる、ｋを１

より小さい正の数とし、ルジャンドル・ヤコピの第一種の桁円砧分

Ｕ= ⑤キ。 ①

を考える。０≦ｘ三１なる変域におけるｘに対してｕは一価連続関数であり，ｕはｘと

ともに単調に増加する閔数である。特にｘ＝１なるときのｕの値をＫおく。逆にｘをｕ

の関数と考えるとき，ｕがＯ≦ｕ≦Ｋなる変域にあればｘはｕの一価連続関数であり，

かつ単調増力|]関数である。この事実を

ｘ＝sll　ｕ

なる記号で表す。 さらに，

√ で｢Ｔ ‾SF‾＝√Ｆこ盲而 ＝ｃＨ｣。√Ｔ 二ｌ ‾石E‾i'＝√Ｆ 二‾k‾柘 函 ＝dn ｕ

とおく

cn.dn

ある。

このときｋはほ数と,Tわれ丿SII数の川川に関係するlj;:である。また，関数Sll，

は総称してヤコピの（実変数）楕円関数と八われ，数学史上特に有名な関数で

この定義で重要なことはＸは式①，つまりある杖の初等関数では表されない無理関数

の積分の逆関数になぺているということである。式①でｋ＝Ｏとおけば，式①は

_･よ?S ＿
√Ｔ 二‾Ｆ

②

となる。ｕは良 く知られている初等関数 ｓin'lｘ に外ならない。しかし，ここでは②

のｘの関数ｕは知らないとして，桁川関数の時にならいｕは変域Ｏ≦ｘｊｌにおいてlit

調増加関数になり，ｘ＝１のときも定義されることが分かり，lim ，-。1，jｕを(π／２)

とおき，ｘ＝１のときｕ＝(π／２)と定義すれば，ｕはＯ≦ｘ≦１において一価単調増

加関数となる。この逆関数ｘはやはり一価lit訓関数になる。これをもって

χ＝sin　ｕ

とおき，ｕの正弦関数ということにする。さらに，√１‾こ3F ＝√ﾌ｢二i‾rＰ盲 ＝ｃｏｓ ｕ

として余弦関数が定義される｡ またこの式より

ｓin2 ｕ 十ｃｏｓ2 ｕ ＝1

も得られる。ここではこれ以上は触れないが，変域ｕを適切に広げていき，よく知られ

た上ﾓ角関数の詰公式を導くことができる。

この方法は隋円関数の釧似の 方法で三角関数を導く方法であり，この場介は桁円関数が

ベースであり三角関数がターゲットとなっている例である。類比教材はベースとターゲヅ

トを入れ替えても良いから，三角関数がベースで桁円閔数がターゲットと考えてもよい。

数学史的にはこの方が起こったのでなかろうか。

Akita University



４ ． ＭＴ Ｍ Ｉを 取 り 入 れ た 理 由 考察に代えて

９

木偏ではＭＴＭＩすなわぢ 教学を教えるという数学科教育法”の例となるテキストの

２年分の日次と第三水準の教材例を直接テキス1ヽ からの引用で示した。まず，ヽ1`成10（199

8）年度のテキス1･ではこの中に第一一･水準のＭＴＭＩが含まれているが，さらに，§５，§

６に第二水唯のＭＴＭＩが含まれている。次いで，平成13（200D 年度のテキス|･では§５

で第二水準の， Ｍ６で第三水準のＭＴＭＩが含まれている。特に，第三水準のＭＴＭＩの

うち， ルベーグ栢分はわが国では初期のリーマン積分の額比の方法（吉川j93 仁矢野,196

8j）で導入し，実楕円関数も雁史的な方法（竹内，1932.）で導人した。

また，平成14（2002 ）年度のテキス1ヽ の代わりにヽ|`成13（200D 年度の内容にした理由を記

寸。平成14（2002 ）年度のテキ ストの目次はil`成13（200D 年度の目次と殆ど闘じだが。新し

い項目として Ｃｏｎradie and Frith （2000 ）の「J111解テスト」を付け加えてあり，そのた

め「理解テ スト」の部分がまじｰ,てはずらいと考えてこのようにした。

次ぎに第三水準の数学，より専門的な数学を収り入れた理山について記す。理山はまさ

しく受講学生の数学の視野を広げ，興味を引くことをねらって導人したこと，さらに，受

講生に数学自体の創造過程を もあわせて体験させるというねらいも人-１ていた（特に類比

教材として）。実際このような第三 水準のＭＴＭＩを桁導すると，受講生の受講態度は急

に変わり頁剣にな。た。つまり，受,渦生は教職科日としての教育法とは異なる内容だと気

づき，本来の数学に対する興味と同様な興味と態度を示した受講生が何人かいた。この小

実は第三水準のＭＴＭＩの指司1の効511と考えてよいであろう。
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ａｓ Teaching Mat ｈｅｍａticｓ ltｓel 
ｒ

SAEKI ，Tak ｕya

l)rｏrｅｓｓｏr Ｅｍｅri tｕｓ，l ｗａte Univ ｃrｓity

(Ab ｓtrａｃted)

ln t ｅａｃｈｉｎｇ ｏｆ ｍｎtｈｅｍａtic ｓ， ｗｅ ｕｓｕａ目y ｕsｅ ｓｏｍｅ ｍａtｈｅｍａtic ｓ it ｓｅＨ ａｓ ｅｘａｍｐｌｅ

tｏ ｅｘplain. Ｈ’thernat ｈｅｍａtic ｓ ｏr ｅχａｍｐｌｅｓ lie ｓ in r ａｎｇｅ ｏｆ ｓｃｈｏｏｌ【rlatｈｅｍａtic ｓ，

ｗｅ ｃａＨ t ｈｅ ｅx ａｍｐＬｅ ａｓ an MTMI （Method of t ｅａｃｈｉｎｇ ｌａthe ｓtic ｓ by Teaching Mathe-

【ｎａtic ｓ ltsel r 】of the 1
ｓt le ｖe1.1f t ｈｅ ｍａtｈｅｍａtic ｓ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅｓ lie ｓ in r ａｎｇｅ ｏ

ｆ

ｕｓｕal level of ｕni ｖｃrｓity ｌｅｃtｕrｅｓ， ｗｅ ｃａ Ｈ t ｈｅ ｅχａｍｐｌｅ ａｓ an MTMl of the 2nd

le ｖel.l f the le ｖｅｌ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ｍａthe 皿ａtic ｓ lie ｓ in r ａｎｇｅ ｏｆ ｐｒｏｆｅｓｓional ll, ａtｈｅｌ-

ａtic ｓ， ｗｅ ｃａＨt ｈｅ ｅxａｍｐｌｃ ａｓ an MTMI or the 3rd level｡

We ha ｖｅ ｌｅｃt ｕred r ｏｒ ｓtｕｄｅｎtｓ ａt ａ ｍａthe ｓltic ｓ ｃｏｕrｓｅ ｉｎ t ｈｅ ｆａｃｕlty of ｓｃｉｅ･-

ｎｃｅ ｉｎ Ｙａｍａｇｎt ａ ｕni ｖｅrｓity ｗith ｓolne MTMl ｓ of the 3rd le ｖel. ｌｎ ｃｏｎtｅｎtｓ of MTMl ｓ

of the 3rd le ｖe1 ， ｗｅ ｃａｎ rind out the Lebesg ｕｅ’ｓ integ ｒａｌ ａｎｄ the elliptic r ｕnc-

tｉｏｎ ｏr Jacobi ｗi th r ｅａｌ ｖａriablcs.
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