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三角形の傍心に関する定理

一数学的活動に向けてー

宮城教育大学　　 萬　仲介

概要：　三角形の傍心（傍接円の中心）に関する二つの定理を紹介す

る、これらの証明は「角の二等分線」、l’相似比j、「三角形の面積」等

を用いてなされる。そして、これらの結果はq』学校・高等学院におけ

る数学的活動の教材として用いることができると思われる。

キーワード：　傍接円、傍心、角の二等分線

１。はじめに

本学数学教育講座が保管 一管理している林鶴-･ 厳書（算数・数学の教科書

や数学の専門書など）の林が編纂した教科書の記述と現在の救科書の記述の

比較をする中で､ 三角形の傍心に関する一つの定理を証明することができた。

さらに、林が編纂した教科書（林（1915 ））に現在ではほとんど紹介される

ことのない傍接円の半径に関する定理を見つけることができた。現在の学習

指導要領（文部科学省（2004 、2005 ））によると、三角形の傍接円・傍心は

中学校・高等学校の数学では学習することがない。しかしながら、これらの

定理は、「角の二等分線」、f三角形の相似比」など中学校で学習する内容を基

に、中学校第 ３ 学年や高等学校第１学年の数学の発展問題として十分に対応

できるものと思われる。これら’二つの定理とその証明を紹介する。

２。三角形の内接円・内心と傍接円・傍心

三角形 ＡＢＣ に対して、頂点 Ｂ における内角の二等分線と頂点 Ｃ におけ

る内角の二等分線の交点を｜ とする。このとき頂点 Ａ と点ｌを結ぶ直線は

頂点Ａ における内角の二等分諒である。すなわち、頂点 Ａにおける内角の二

等分線、頂点 Ｂにおける内角の二等分線、そして頂点 Ｃにおける内角のこ等
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分線は一点 ｜ で交わるｏ そして、点 ｜ から３辺AB 、BC 、ＣＡ へ垂線 を引 き

そ れぞれ の交 点を Ｄ、Ｅ、Ｆ とする と、 ３線分ID 、IE 、IF の長さが等 しい

こ とが示される。 よって 、点 ｜ を中止とし半 径ID の円を画く と、この円は

三角形 ＡＢＣ の辺AB と点 Ｄ で接し､ 辺BC と点 Ｅ で接し､ 辺 ＣＡ と点 Ｆ

で接する。 この円を三角形 ＡＢＣ の内接 円といい。点 ｜ を三角 形 ＡＢＣ の内

心 とい う（小平 （1993 ））。 一つの三角形に対して、内接 円とそ の巾心である

内心は唯一つである。

三角形 ＡＢＣ に対して、頂点 Ｂ におけ る外角の二等分線 と頂点 Ｃ にお け

る外角の二等分線の交点をla とする、このとき頂点 Ａ と点la を結ぶ直絲は

頂点 Ａ における内角 の二等分線である。 すな わち、頂点 Ａ における内frjの 二

等 分線、頂点 Ｂ における外角の二等分線、そして頂点 Ｃ にお ける外角の二等

分線は‥一点la で交わ る。 そして。点la から３直線AB 、BC ．ＣＡ へ垂絲

を引きそ れぞれの交点 を 丁、Ｕ、Ｖ とすると、３線分 ｌａＴ．ｌａＵ、ｌａＶ の長さ

が等しい ことが示される、よって、点la を中心とし半径laT の円を両くと、

こ の円は三角彫 ＡＢＣ の辺AB の延長 と点 Ｔ で接し、辺BC と点 Ｕ で接

し、辺 ＡＣ の延長 と点 Ｖ で接 する。この円を 三角形 ＡＢＣ の（一つ の）傍

接 円といい、点la を三角形 ＡＢＣ の（傍接円の）傍心とい う（小平（1993 ））。

一つの三角形に対 して、 傍接円は 三つ 有り、それぞれ の中心であ る傍心 も三

つである。

・頂点 Ａ における内 角の二等分線、頂点 Ｂ における外角 の二等分線、そ して

頂点 Ｃ における外fljの二等分線の交点をla とする。

・頂点 Ｂ における内 角の 二等分線、頂点 Ｃ における外角の二等分絲、そして

頂点 Ａにお ける外角の二等分線の交点をlb とする。

・頂点 Ｃ における内 角の二等分線、頂点 Ａ における外角の二等分線、そして

頂点 Ｂ にお ける外角の二等分絲の交点をlc とする。

3. 傍心が作る三角形

以下で示す定理は既に知られているか否かは不明であるが，手元にある初

等幾何関係の書篇にはこれに関した記述はなく，まして定理として記述して

いるものはなかった．萬（2009 ）にはこの定理の発見・再発見の経緯につい
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ての記述がある。

定理１：　△ＡＢＣ の三つの傍心la，lb，lcをj頁点とする四つのＦ.角形

△ｌｃＢＡ，△ｌａＣＢ，△lbAC ，△lclalb

は互いに相似な三角形である。

（図１）

証明：上の（図い を参照。記述を明確にするために、△ＡＢＣにおいて

∠ＣＡＢ＝ａ、∠ＡＢＣ＝ β、∠ＢＣＡ＝　ｙ

とおく。三角形の内角の大きさの和は180 °であるから、ａ 十β十ｙ　＝

180°が成り立っていることに注意する。直線lalb ，lbIc，Icla が外角の二等

分線であることより

∠lbAC ＝ ∠BAIc ＝90 ° － （ａ/2 ）

∠IcBA ＝ ∠CBla ＝90° － （β/2 ）

∠laCB ＝ ∠AClb ＝90゛ － ０/2 ）

である。 よって、再び三角形の内角の大きさの和が180 °であることに注意

すると、

△ｌａＢＣ において

∠ClaB ＝90° － （ａ/2 ）、∠laBC ＝90’－（β/2 ）、
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∠BCla ＝90 °－ （ｙ/2 ），

が成り立ち，

△AlbC において

∠CAlb ＝90 ゛－ （ａ/2 ）｡ ∠AlbC ＝90 ゛一 （β/2 ），

∠lbCA ＝90 °－ （･y/2 ），

が成り立ち，

△ABlc において

∠lcAB ＝90 ° － （ａ/2 ），∠ABlc ＝90 ° 一 （β/2 ），

∠ＢｌｃＡ＝90^ － （り2 ），

が成り立つ。 さらに

△lalblc において

∠1clalb＝90 ° － （ａ/2 ），∠lalblc＝90 °一 （β/2 ），

∠lblcla＝90 ° － （？/2 ），

が成り立つ。

以上のことより，二角 相等の相似定理より，四つの三角形

△ｌａＢＣ，△AlbC ， △ABlc ， △lalbSc

は相似である。 すな わち

△ｌａＢＣ ｃＱ △ＡｌｂＣ ９つ △ＡＢｌｃ ｏＱ △lalblc

である。 （証 明 お わ り ）

４。内接円の半径と傍接円の半径の比

△ＡＢＣ の周の長さの半分を Ｓ とする。すなわち、辺BC 、ＣＡ、ＡＢ の長

さをそれぞれ ４、わ、ｒ とおくと、∫＝
α 十 み＋ Ｃ

- である。ま た。△ＡＢＣ の

面積を ぶ とする。このとき、三角形の内接円の半径と傍接円の半径の比に

ついて、次の定理が成り立つ。

定理２： △ＡＢＣ の内接II｣の半径ｒと点la を中心とする傍接円の半径｢' の

比について

ｒ：ｒ'＝(ぷーα):ぶ
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が成り立つ。

Ａ

（図２）

証明：上の（図２）を参照する。

二角相等の相似定理より　△AFI と △ATla は相似な三角形であることがわ

かる｡ よってＩＦ ｊａＴ＝AF:AT 、すなわち/･:ｒ゙ ＝AF:AT である。

さて、

２５＝ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＡ＝ＡＦ＋ＦＢ＋ＢＣ＋ＣＥ４･ＥＡ

とＡＦ＝ＥＡ、ＦＢ＋ＣＥ＝ＢＤ＋ＤＣ＝ＢＣ より

2,s･＝2AF ＋2BC

が得られる。よって ＡＦ＝∫－ａ　が成り立つ。次に、

25 ＝ＡＢ＋BC 十ＣＡ＝ＡＢ＋ＢＵ＋ＵＣ＋ＣＡ

とBU ＝BT、ＵＣ＝ＶＣ より

25 ＝AB ＋ＢＴ＋ＶＣ＋ＣＡ＝AT＋へ萬

が得られる。ところでAT ＝ＡＶ であるから、AT＝ｉ が成り立つ。
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従 っ て

ｘ' ： ｒ'＝( ∫ － ａ) ：ざ

が 成 り 立 つ 。 （ 証 明 お わ り ）

(注意) 例えばAF ＝AE という等式は △AFI と △AEI が合同な三角形で

あることから従う、さらに、傍接円の取り方によって、傍接円の半径r' の式

裏示は ａ、b、ｃ が入れ替わる。

Ａ

（図３）

別証明：上の（図３）を参照する。

Ｓ＝（三角形ＡＢＣ の而積）

＝（三角形ABI の而積）十CE 角形BCl の面秘）

十（三角形 ＣＡＩの面積）

-

２
AB ・ IF 十

１

－
２

BＣ ･ID ＋-L・ＣＡ・IE ＝
土･

ｃｒ十
士･

αΓ十
土

．

２　　　　　　　２　　　２　　　 ２
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-

α 十か十Ｃ
ｒ ＝ ∫「

２

よっ て ｒ＝
亙

を得る。

j`

-一方

Ｓ＝ （三角形 ＡＢＣ の面積）

＝（四角形 ＡＢｌａＣ の而稜）－（三角形 ＢｌａＣ の面積）

＝（三角形ABla の而積）十（三夕1形 ＡｌａＣ の面積）

－（三角形 ＢｌａＣ の而積）

ところで

（ 三角形ABla の而積）＝こ ・AB ・ lａＴ
2

（三角形 ＡｌａＣ の而秘）＝

一一
２

－
２

１

A Ｃ ・ ｌａＶ ＝

（三角形BlaC の面積）＝Ξ ・BC ・ laU ＝

四1
2

－
２

c ｒ｀

/)X.'

ａｒ ’

がなりたつ。これら三つの式を 上の式;こ代入して

夕 ＝ 二 ｃ゚ｒ'＋
２

５

よっ てlj －

が成 り立つ。

-

ぶー どZ

１

－２

＆･ユ

２
αΓ ＝゙

ゐ＋Ｃ－μ
-

2

を 得 る 。 以 上 よ り

7゛ : ｒ` ＝( ぶ ー α) ：ぶ

ｒ¶－(､ ９ － ａ) ｒｌ

（証 明 お わ り ）

（注意）この別証明は森（1918）のp.97 の記述をｰ一部修iEしたものである。

定理２の 二つの証明は中学校第３学年に対して提示できるものと思われる。

しかしながら、内接 川の半径と傍接円の 半径を三角形の三辺の長さを用いて

記述するためには、以下の命題の証明に示すように、商等学校で学習する内

容を必要とする。

79

Akita University



命題: △ＡＢＣ の内接円の半径を「 とし、点la を中心とする傍接円の半径

をr ’とする。このとき

ｒ ゛１

が成 り立つ。

ざ

鉦明：供角・半角の公式と

Si112
yj
－
2

-

-

言粁杵

（第二）余弦定理より

yl －ＣＯＳ痢 ＝

ｊ －(か－02

4＆

卜
が ＋c2 － a2

2ゐｃ

-

0( α一
一
4＆

＝

心

W

-

み＋ Ｃ）

ｃ:ｈ ＝α十ゐ十ｃ を用いて上式を＆き直すとsi ｎ2

が得られる。 よってｃｏs2恋 十siｎ2
2

ｊ

－
２

れ る。si ｎ

＝１　よりCOS2 と
２

/1
－
2

-

( Ｓ－ み)(,y － Ｃ)

-

一べ･y‾“） が得ら

ゐＣ

ｊ
・０ であるからsin

旦
一

戸
‾1')(｡'‾゙

ｃ)
が成り立ち。さら

２　　　　　　　　　　　２　 Ｖ　　uｃ

に、COSjy ＞Ｏ であるからCOSj ＝Vｽjﾙ
ｿﾞyy

が成り立つことも示され

る。よって、倍角・半角の公式より

ｊ　　 ．ｊ　 ｊ　　 φ･(ｊ－ａ)０･－ゐ)(･y－ｃ)
s111 j ＝sln(2･一卜 ，2 ･ｓln － ･ｃｏs－ －2･　　‥‥

2　　　　　2　　2　　　　　　　 加

が得 られ る。 とこ ろで、 △ＡＢＣ の 面積 Ｓ は Ｓ ＝こ･ みぐ･sｉｎ ｊ で与 えら
２

れるか ら上式を用い ると

Ｓ＝､/郎 －ａ)(､y－み)･

を得る に の公式をヘロンの公式という)。

-一方、先の別証明の中で示されたように
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５。お わりに

傍接円とその中心である傍心は、現在の中学校・高等学校の学習指導嬰領

によると、中学校・高等学校での収り扱うことがない内容である。しかしな

がら、「傍心」と言わずに内角の二等分絲と二つの外角の二等分線の交点とい

うことにより、傍心が作る三角形に関わる「定理１」は中学校第 ３ 学年で十

分学習できる教材と考えられる。もちろん、中学校では角の大きさを表して

いるギリシヤ文字を「ａ、b、ｃ」と書き換える必要がある。この定理では三

角形の辺の長さを用いていないので混乱はないと思われる。また、内接円と

傍接円の半径の比の関係（「定理２」）は中学校第３学年の教材となり、内接

円の半径と傍接円の半径を三角形の辺の畏さで表す公式（「命題」）は三角比

を学習する高等学校第 １ 学年の教材として採用できるものと考えられる。林

（1915,p.96~p.99 以 下の図４と図５を参照）による内接円と傍接円の半径

公式は現在の高等学校でぞのまま学習指導することは難しいが、説明を丁寧

に行うことにより、高等学校での発展問題として提案できると考えている。

これらの結果が現職教貝の方々により取り上げられてよりよい教材となるこ

とを願っている。

ｒ ＝

が成 り立ってい たか ら、それぞれ の分子の Ｓ に上で得られた式を 代入して

ｒ －

が 得 ら れ る 。

5 ’

－

５

た か ら 、 そ れ ぞ れ の で

(Ｊ－α)(5･－ み)(､y一乙･)
-

5'

（証 明 お わ り ）

刎畿言Ｊ

林（1915 ）は正弦定理、第一余弦定理、第二余弦定理、正接定理、半角の

正弦・余弦・正接公式、三角形の血積（ヘロンの公式）等を証明した後、こ

の系を「５ ７． 三角形の内接円、傍接円のｔ 径」（p.99）として扱っている。

林（1915 ）と現在の教科書との比較検討に関わる事柄については佐藤･ 森岡・

萬（2009 ）が収り上げている。ヘロンの公式を用いて上記の公式が証明され

ることはＣｏｘｅtｅr（1969 ）にも記述されている。
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究の一部である。
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T ｗｏ tｈｅｏrｅｍｓ ｏｎ ｅｘｃｅｎtｅrｓ ｏｆ ａ trian910

,-for ｍａtｈｅｍ ａtｉｃａｌ ａｃtiｖity －

ＹＯＲＯＺＵ Ｓｈｉｎsｕke

(Miyagi Uni ｖｅrｓity of Ed ｕｃａtｉｏｎ)

Ab ｓtrａｃt: Ｗ ｅ ｓho ｗ and pr ｏｖｅ t ｗｏ tｈｅｏrｅｍs ｏｎ ｅｘｃｅｎtｅrｓ （ ｃｅｎtｅrｓ ｏｆ

ｅｓｃribed cir ｃｌｅｓ ）ｏｆ ａ trian91e. Ｗ ｅ ｐrｏｖｅ them by ｕｓｉｎｇ ｃｏｎｃｅｐtｓ of “biｓｅｃtｏr

ｏｆ ａｎ　ａｎｇｌｅ” ，“「ａtio of ｓimilitｕde ” ａｎｄ “ａrｅａ ｏｆ ａ ｌrian91e ” that ａrｅ the

fｕｎｄａｍｅｎtａｌ ｃｏｎｃｅｐtｓ ｏｆ ｍａtｈｅｍａticｓ for Lo ｗｅr Ｓｅｃｏｎｄａry Ｓｃｈｏｏｌｓ. VVe think

that　lhe ｓｅ　rｅs ｕltｓ　 ａrｅ　tｅａｃｈｉｎｇ　 ｍａtｅrials　 ｏｆ　ｍａtｈｅｍａｌｉｃａｌ　ａｃtiｖity　in

Lo ｗｅryUpper Ｓｅｃｏｎｄａry Ｓｃｈ００１ ｍａｌｈｅｍａtics.

K ｅy ｗ ｏrd ｓ: ｅsｃribed cir ｃｌｅs ｏｆ ａ triangle 、 ｅxｃｅｎtｅrｓ of a lrian91e ，

biｓｅｃtｏr ｏf ａｎ ａngl ｅ
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