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三 角 形 の 求 積 に つ い て

算法天生法指南　巻之二　の問題のいくつかの解法

萬　 伸介

(宮城教育大学　 教介学部)

概要：「算法天生法指南　巻之二」で取り上げられている長方形に内接する三角形

の面積を求める問題のいくつかの解法を紹介する。これらは中学校・高等学校の

教材として利用できる話題であると考えられる。

キーワード：會田安明、算法天生法指南、三角形の面積、

二次方程式、等積移動

１。算法天生法指南　巻之二

資料として使用したものは山形大学附属図書館の蔵書

算法天生指南　巻之二

最上流元祖　介田算左衛門安明　編集

門生　　　市野金助茂喬　丸田源五右衛門正通　校訂

のコピーである、このコピーは、以前洲催されていた和算の勉強会の機会に、東

北大学名諮教授　 土介　 保　 先生から提供されたものである。このなかの十番目

に記載されている問題について、その解法のいくつかを紹介する。「算法天生法指

南」（計　 五巻）は１ ８ １ ０年（文化７年）介田算左衛門安明によって編集刊行さ

れ、当時の代表的な （和鉢の） 教科書といえるものである（［１］）。

問題文は
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今 有ノ ロ
レ
圖直内容

二
三斜_ 只云甲積 九十 歩乙

積 八十歩丙積一 歩問一三斜積幾 何_
－

であり、その現代語訳は

今、図のように長方形の内に三角形が含まれている。

甲の而秘を９０歩、乙の而積を８０歩、丙の面積を１歩とする。

三角形の而積はいくらか。

というものである。

以下で紹介する解法は､ 私の二つの講演(＊)でこの問題を紹介したことをきっか

けに、宮城県内の高等学校に勤務している方々から寄せられた解法を加筆修正し

たものである。一つの問題に対する解法がいくつも有ることを知ることができる

こと、それらが商等学校の二次方程式の解法に関わる授業での活用できること、

等を考慮して紹介するものである。和算に関することが中学校、高等学校の教材

として活用されることを期待したい。

２。「算法天生法指南　巻之二」の解法

和算の勉強会で土倉　保先生が解説された内容を吾妻一興先生（宮城教育大学

名誉教授）が整理されたものを基に、それに加筆修正等を加えたものを以下に示

す（問題文の次からの部分）。

答を云 う（述べる）と、三角形の而禎は２１歩（注1）である。

証明を示す （述べる）と、（以下のようである。）
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未知数を三斜積（三角形の面積）とする。

図によって、それぞれを求めると（゛2）、

甲積‘゜3） ＝｛卯×（子十丑）｝÷２

乙積　　 ＝｛丑×（寅十卯）｝÷２

丙積　　 ＝｛子×寅｝÷２

三斜積　　 ＝（寅十卯）×（子十丑）－（甲積十乙積十丙積）

である。､これらを撰んで代入すると

三斜積 ＝｛（子×卯）÷２｝＋1（丑×寅）÷２｝

十｛（子×寅）÷２｝

である。これを括って（整理して）

三斜積 ＝ 一（丑Ｘ卯）＋（甲積十乙積十丙積）

である。すなわち、矩合（等式、「＝Ｏ」と表示されるもの）

一 三斜穣 一（丑×卯）十（甲積十乙積十丙種）＝０

が求まる。これらを整理して

東 ＝（甲種十乙積十丙積）一 三斜積

と置くと、東 ＝ 丑×･卯　である。

これ（束）を甲積の２倍より減じ

西 ＝ ２×甲積 一 東　と置くと、西 ＝ 子×卯 を得る。

また

南 ＝ ２×乙積 一 東　 と置くと、南＝ 丑×寅　を得る。

また

北 ＝ ２×丙積　 と置くと、北＝ 子×寅　を得る。

よりて、等式
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東×北 ＝ 子×丑×寅×卯

西×南 ＝ 子×丑×寅×卯

が求まる。故に

東×北 一 西×南 ＝０

を得る。西、南、北を代入して、整理すると

－４×甲積×乙積＋２×東×（甲積十乙積十丙積）一 東2 ＝0

である。東を代入して整理すると　　　　　。

－４×甲積Ｘ乙積十（ 甲積十乙積十丙積 ）2－（ 三斜積 ）2＝０

よって

（ 三斜積 ）2＝（ 甲積十乙積十丙積 ）２－ ４Ｘ甲積×乙積

を得る。

故に答術（答を得る手法・手段）を施すと、左の如くになる。

手法を述べると、甲積、乙積、丙積の和の２乗より甲積と乙積の乗じたものの４

倍を減じて、それを平方に開けば三斜積を得、問に合う。

（すなわち、

によって三斜積が求まり、これは問に合うものである。）

（注１）面積の単位。矢 野健太郎　 他 編「数学小辞典」（［５］）の付録によると、

「１歩 （ぶ）」は 「3.30579 m 勺 である。 １町（町歩）＝ １０反 （反歩）。 １反

（たん） ＝１０畝（せ）。１畝＝３０歩。

（注 ２）現在の数 学で は頂点に 「Ａ」、「Ｂ」等 と英大文宇を付け 、この２点を結

ぶ線分（辺）を 「線分 ＡＢ」（「辺 ＡＢ」） と表す のが一般的であるが、和算では辺

に 「子 （ね）」、「丑（うし）」 等と名前をつける。「辺 ＡＢ」 の長 さを 「ＡＢ」 と表

す が、和算では 「子 」と名肘 けられた辺の長 さを 「子」と表 す。 これは、和算で

は図形 の「辺」自体を 灘論 の対象とすることがなく、 諾に「辺 」はその長 さが議

論の対象となってい るからであろ う。

（注 ３）「甲」と名 付け られた三角形の面禎（の値）を「甲 積」と漑している。「（辺

の長さ）卯に子 と丑の和を乗じたものを２で割ったものが（三角形） 甲の面積で

ある。」 を式では 「甲の面積は、卯に子 と丑の和を乗じた ものを ２で割った もの

に等しい｡ 」 と順序を逆にして示すことにする。一般の三角形 は「三斜 」、 直角三
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角形は「勾股弦（こうこげん）」と表す。「勾 に う〉」は直角を挟む二辺のうち

でその長さが短い方の辺の名称で、「股 に 」」は直角を挟む二辺のうちでその長

さが長い方の辺の名称である。「弦（げん）」は斜辺の名称である（［２］）。

３。座標 を用い た解法

平面 上に ｘ-y 直交座標系を定め、下 の図( 図１) の様 に長方形 ＡＢＣＤ と各辺

上に点 Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ を定める。 すなわち、Ａ(0,0)、Ｂ(ａ,0)、Ｃ(ａ,b)、Ｄ(0,b)、Ｅ(ａ.d)、

F(ｃ,b)、Ｇ(0.d)、Ｈ(ｃ,0) と そ れぞ れ の点 の座 標を 定 め る。 こ こに 、 ０＜ｃ＜ａ　、

Ｏ＜ｄｄ ，である。

＆

Ｘ

（図１）

三角形 ＡＦＤ（甲）の面積が９０．三角形 ＡＢＥ（乙）の面積が８ ０， そして三角

形 ＥＣＦ（丙）の而積が１であることより、

1(ａイ)(b －ｊ)－｜　・・・③

が成り立つ。

点Ｆ(Ｃ,b)から二点 Ａ とＥ を通る直線 ＆-り,0 までの距離はlj6:ぎ
ｙ

であるから，三角形 ＡＥＦ の面積 Ｓは

S｡ｼ μ4 ‾ぐ χ|ﾓjｼﾞ｡11 ．,Ｊ,I

4 ゛ ≒ﾂﾝ

‥
。

を求めれば三角形 ＡＥＦ の面積が求まる。
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①より1,－J旦 ● 　 ●

となり、これらを③l

①へ ②よりｊ-!登 ・‥ ②’

こ代入すると1( ａ-ｃ)(響
ｺ 登)

－1 を得る。これを整理す

ると

90a2－171ac＋80c2－0

が得られる。上式は(15a －16c)(6a－5c)－0 と因数分解できるから、

16　　　　5
a＝－ｃ 、ａ－－c

15　　　　6

が成り立つが ｃ４ａ であるから

ａ爽!!1c ・ ゚  ゚ (li)(注４)

を得る。④に①́ 、②’、⑤を代入すると

㎡ 一岫 －Ｃ.池!!- α.里!!-160. £-180. £．160.
ａ　　　　 ｃ　　　　 ａ　　　　 ｃ

と な る か ら 、 ∫ －(1/2) ×1-421-21 と な る 。

積 は21 で あ る 。

琵
一一180.

坦 。150
－192- ４2

16　　　15

したがって、求める三角形 ＡＥＦ の面

（注4 ）90α2-171αご＋80c2－O を ａ の二次方程式と考えて α について解き、

ｃ＜α に注意すると⑤を得る。

この解法において、現行「数学ｎ」の「点と直線の距離」が大きな役割を演じて

いることを指摘しておく。

４。 面積比 を用い た解 法

長方形 ＡＢＣＤ の辺 ＢＣ 上に点 Ｅ 、辺 ＣＤ 上 に点 Ｆ を定める。 辺 ＤＡ 上に

点 Ｇ を ＥＧ // ＣＤ となるよ うに定め、辺 ＤＡＢ 上に点 Ｈ をHF // ＢＣ となるよ

うに定める。 さらに、線分 ＧＥ と ＨＦ の交点を Ｉ とする （図２参照）。そして、

三角形 ＡＦＤ の面積が ９〇、三角形 ＡＢＣ の面積が８ 〇、三角形 ＥＣＦ の而積 が

１であるとす る。

仮定より、三角形 ＡＦＤ の面積 （△ＡＦＤ と表す。以 下同様）は ９０、す なわ

ち、 △ＡＦＤ＝90 、さらに △ＡＢＥ＝80 、△ＥＣＦ＝1 である。

今 、長方形 ＦＤＧＩ の面積 （口ＦＤＧＩ と表す。以 下同様）をａ、す なわち 、

口ＦＤＧＩ＝ａ とお き、口ＩＧＡ｝I＝ β、口ＥＩＨＢ ＝ ｙ、口CFIE ＝δ　とおくこ とにす
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る。このとき

α ＋ β ＝90・ ・ ・①、β ＋ ７ ＝80・ ・ ・②、δ ＝2・・・③

が成り立つ。

Ｄ

Ｑ

Ａ

Ｆ

／ ＼

＼

ノ
/

Ｍ

Ｃ

Ｅ

Ｂ

（図２）

①と②より、ｙ ＝ ａ －20 、 β ＝180 － ａ が得られる。 ところで、四つ の長方

形 ＦＤＧＩ、ＩＧＡＨ、ＥＩＨＢ、ＣＦＩＥの面積の間には次の比例式

口ＦＤＧＩ: 口ＣＦＩＥ＝ 口ＩＧＡＨ: 口ＥＩＨＢ

が成り立つ。 よって、

ａ ：２＝（１８０ － ａ ）：（ ａ －２０）

が成 り立つ。 この式を整理して

a2 －180a －360 ＝0

これ より　 （ ａ ＋12 ）（ ａ －30 ）＝O を得る から、０＜ ａ に注意す ると

ａ ＝30

を得る。 よって、β ＝150 、ｙ ＝10 を得る。

ゆえに、求める三角形 ＡＥＦ の面積は、

△ＡＥＦ

＝ 口ＡＢＣＤ －（ △ＡＦＤ ＋ △ＡＢＥ十 △ＥＣＦ）

＝（ 口ＦＤＧＩ十 口ＩＧＡＨ十 口ＥＩＨＢ十口CFIE ）－（ △ＡＦＤ 十 △ＡＢＥ＋ △ＥＣＦ）

＝（30 ＋150 ＋10 ＋2 ）－（90 ＋80 ＋l ）

＝21

とな るから、２１である。

５。等積移動を用いた解法

三角形の等積移動（面積を変化させることなく、三角形を他の三角形に変える
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平面図形の移動）は、例えば、中学校数学科用「新編　新しい数学　 ２」（平成

１７年検定済、平成１８年発行）（［３］）に以下のようにして取り扱われている

（図３）。

鱈
平 行 線 と 面 積

●…･････乎行雄の怜貫を壁つて，薦橋が等ししIS形について考えてみよう。

１組の平行線があるとき，一方の政線上の

２点から他の直線にひいた２つの垂線の艮さ

は等しい。このことは。長方形の対辺が等し

いことから明らかである。

GI χ ● 右 の図の ように，底辺 ＢＣ を共有 し，

‘ＢＣ に平行 な直線 ／上に頂点を もつ

△ＡＢＣ， △Ａ'ＢＣ. △Ａ″ＢＣ

を考えて みよう。

これ らの三 角形 は，底 辺が同じ で高

さが 等し いから， 面禎は等し くなる。

∩

すな わち　 △ＡＢＣ’＝ △Λ’ＢＣ ＝ △Ａ″ＢＣ

（図３）

三角形の底辺を固定し、頂点を通り底辺に平行な直線上のどこに頂点を移動して

も三角形の高さが変わることがないので、三角形の面積に変化が無いのである。

今考えている三斜（三角形）の等積変形の状況を下図（図４）に示す。

〉 〉･

（図4.ａ）　　　　　　　（図4.b ）　　　　　　　（図４.ｃ）

面積を求めようとしている三角形は（図４,ａ）の縦線が描かれている三角形であ

る。この三角形を三つの三角形に分割し、その内の二つの三角形に等積移動を行

って三つの三角形をまとめた図形は（図４.b）の凹五辺形を経て、（図４.ｃ）の縦

線が描かれている凹五辺形へと変化する。そして、（図４.ａ）の三角形の面積と（図

４.ｃ）の凹五辺形の面積は等しいことがわかる。すなわち、三角形は等積変形さ
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れて凹五辺形になったのであ る。よって、問題を 「（図4. Ｃ）の凹五辺形の面積を

求 めよ。」と言い 換えるこ とができる。

下の図（図 ５）の長方形 ＡＢＣＤ におい て、四点 Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ はそれぞれ辺 ＢＣ、

ＣＤ、ＤＡ、ＡＢ 上にあり ＥＧ//ＣＤ、ＦＨ//ＤＡ である。さらに、線分 ＥＧ と線分 ＦＨ

の交点を Ｉ とする。こ のとき、凹五辺形BEFDI の面積を以 下の ようにして求め

る。

l ）

( ∃i

Ｆ

＼
ノ

．

／ エ

／
／

／
／

／
／

／
〆

／
／

／

／
／Ｊ

＼
Ａ

Ｃ

Ｅ

Ｈ Ｂ

（図５）

三角形 ＦＤＩ の面積を Ｘ 、三角形 ＡＩＧ の而積を ｙ 、三角形 ＢＥＩ の而積を Ｚと

すると、長方形の面積はその対角線によって二等分されるから、

△ＦＤＩ＝ △ＤＧＩ＝Ｘ 、△ＡＩＧ＝△ＨＩＡ＝y 、△ＢＥＩ＝ △ＨＢＩ＝Ｚ

そして、仮定より △ＥＦＩ＝ △ＣＦＥ＝1 となっている。

三角形 ＡＩＤ は三角形 ＡＦＤ （三角形　甲）を等積移動した図形であるから｡

△ＡＩＤ＝△ＡＦＤ＝90 、すなわち

Ｘ＋ｙ二90・ ・ ・①

が成り立っている。三角形BEI は三角形ABE （三角形　乙）を等積移動した図

形であるから、△ＢＥＩ＝ △ＡＢＥ＝80 、すなわち

ｙ＋Ｚコ80 ” ’②

が成り立っている。次に、長方形 ＡＢＣＤ が四つの長方形に分割され。これら四

つの長方形の面積について注目すると

口ＧＩＦＤ : 口ＡＨＩＧ＝口IECF : 口ＨＢＥＩ

という比例式が成り立っていることがわかる。これより2X : 2y ＝2:2Z が得られ

るから、

y ＝χＺ・ ・ ・③

が成り立つ。①よりy ＝90 －Ｘ。① －②より Ｘ－Ｚこ10 、すなわち、ＺこＸ一Ｈ）
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を得る。これら二式を③に代入して

907X ＝Ｘ(Ｘ－10)

よって、Ｘ２－9X － 90 ＝0 という Ｘの二次方程式が得られる{ ５゙'。Ｏ＜Ｘ に注意

してこの二次方程式の解を求めると Ｘ＝15 ．よって、

Ｘ＝15 、y＝75 、Ｚ＝5

を得る。従って、凹五辺形 ＢＥＦＤＩ の面積は三つの三角形FDI 、ＢＥＩ、ＥＦＩ の面

積の和であるから

△ＦＤＩ＋△ＢＥＩ＋△ＥＦＩ＝Ｘ＋Ｚ＋1＝15 ＋5＋｜＝21

である。よって。凹五辺形の面積は２１，すなわち、求める三角形 ＡＥＦ の面積

は２１である。

（注5 ）χ＋y ＝90 ・ ・ ・①、y ＋Ｚ＝80 ・ ・ ・②、y ＝ＸＺ・ ・ ・③　 の三元連立方

程式を解くことは、商等学校第１学年 の生徒には「困難」が伴うことがあると思

われる。連立方程式と言 わずに、これら三つの式 が導き出されたそ の所に書き置

き、一つの未知数、例えば Ｘ に注目して、①と②より他の未知数 ｙ と Ｚを Ｘ を

用い て表す。 そして、それらを③に代入 して未 知数 Ｘ の二次方程式導き出す。

こ の手順を丁寧に説明し、二次方程式 の解を実際 に求 める部分を生徒に課すこ と

によって、「困難」を回避することを考える必要があろ う。

６。関連する問題について

２００５年４月から６月にかけて名古屋市科学館で開催された「［特別展］庶

民の算術展」のカタログ（［４］）に関連する問題が紹介されている。その解説部

分９４頁に、福扁県田村市の秋田山能穏院の算額（写真は２２頁）の第三番目の

問題が現代語訳によって示されている。前述の４，５で取り上げた図形（図６参

照）と表記を同じくするように書き直して以下に示すと

Ｄ

Å

（図６）

長方形 ＡＢＣＤ の面積は１６であるとする。
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辺 ＢＣ 上に点 Ｅ を三角形 ＡＢＥ の面積が４となるように定める。

辺 ＣＤ 上に点 Ｆ を三角形 ＡＦＤ の面積が２となるように定める。

このとき、三角形 ＡＥＦ の面積を求めよ。

である。解説に「この問題は中学校レベルであるがとても面白い。提案者佐藤刻

治の気持ちが伝わる。数学の先生方に是非この問題を教室で利用して欲しい。」

と記述されている。ここでは解法については述べないが、点 Ｅ は辺 ＢＣ の中点

であり、点 Ｆ は辺 ＣＤ の四分の一等分点（ Ｆ は、辺 ＣＤ を ３：１ に内分する

点、あるいは、辺 ＤＣ を １：３ に内分する点）であることを指摘しておく。

以上で取り上げた「算法天生法指南　巻之二」と「秋田山龍穏院の算額」のそ

れぞれの問題の重要な点は、与えられている長方形の形が定められていないこと、

すなわち、縦横の辺の長さの比が定められていない長方形に対する「問い」であ

ることである。このような「自由さ」を許容する問題に接する機会が少ないので、

その教育的価値は大きいと思われる。

謝辞

「三斜積」の解答を寄せられた　風間智恵先生（東北生活文化大学高等学校）、

本田敏夫先生（宮城県築館高等学校）、渡辺幸雄先生（宮城県石巻工業商等学校）

の三名の先生方に感謝申し上げます。

風間先生からは、数学教育研究会総会での講演後に、座標を用いた解法以外に

も辺の長さを設定しての解法など多くの解法をいただいた。しかしながら紹介は

一つだけにしました。本田先生からは面積比を用いた解法をいただき、数学教育

研究会総会での講演の趣旨（「比と比例」）を生かした解法です。渡辺先生からは、

県図書館での「等積移動」（一つの三角形を三つの三角形に分割し、その内の二

つの三角形を等積移動する方法）について紹介した講演終了直後に、等積移動を

用いた解法をいただきました。各先生方が私の講演を真剣に聴かれ、直ぐに解答

を寄せられたことがこの小論作成の原助力となりました。本来ならば、４名の共

著とすべきところですが、私の責任で加筆修正したところがありますので、単著

とすることにしました｡

注（＊）宮城県高等学校数学教育研究会総会（平成１９午５月-11 日、仙台市

泉文化創造センター）での講演「高等学校『数学』における比と比例について」

および平成２０年度東北大学附属図書館 ／宮城県図書館合同企画展　関孝和没後

300 年記念「はっぴいさんぽう　一和算の世界へようこそ！－」での講演（平成
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２０年１１月８日．宮城県図酋館）「いろいろな見方で楽しもう！和算の問題」
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Ｆｉｎｄ t ｈｅ ａｒｅａ Ｏｆ ａ tｒiangle

--s ｏｍｅ ｓolｕtｉｏｎｓ of the pn ）blem jncl ｕｄｅｄ ｉｎ “Ｓａｎｐｏ-ｌｉｎｓyｏｈｏ･Shinan ” -･

ＹＯＲＯＺＵ　 Ｓｈｉｎsｕke

（Miyagi Uni ｖersity ofEd ｕｃａtｉｏｎ ）

A ｂst ｒｕｃt: Ｗ ｅ ｉｎtｒｏｄｕｃｅ sｏｍ ｅ sol ｕtｉｏｎs of the pr ｏｂｌｅｍ ｙ Ｗ ｈａt is t ｈｅ ａrｅａ ｏr the t ｒianglc

iMcribed in the rect ａｎｇｌｃ. This problem is incj ｕdcd in “ Ｓａｎｐｏ-１１ ｎsy ｏｈｏ-Shinan Maki, ｎｏ

Ｎｉ` ’，Ｗ ｅ think tjle ｓｅ ｓolｕtio 四gi ｖｃ ｇｏｏｄ t ｅａｃｈｉｎｇ ｍａｌｃrjals foj･ lo ｗｅr ｏr ｕｐｐｅr ｓｅｃｏｎｄａｒy

ｓｃｈｏｏｌ tｅａｃｈｃrｓ.

Ｋ ｅy ｗｏｒd ｓ: AI 丁Ａ Ｙｉｓl-aki （ 倉 田 安 明 ） ，Ｓａｎｐｏｊｎ,ｎsy ｏｈｏ-Ｓｈｊｎａｎ （算 法 天 生 法 指 南 ） ，

ａrｅａ ｏｆ tj･iangle, q ｕadr ａtｉｃ ｅq ｕatｉｏｎ, ｅqｕiｖalent lrilnsr ｏｍ ぽ ｉｏｎ（t ｏｓeki,ido ｕ）
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