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要　約

本研究では，小学校算数での背理法に係る教材開発の可能性を，先行研究及び予備的な実験授業等

の分析・考察により探った。その結果，次のことが分かった。（１）小学校算数の各領域において，背

理法的な脱明や証明に係る教材が少なからず内在する。（２）現行カリキュラム上の背理法の取り扱い

は高等学校数Ｉに位置づけられているが，小学校算数の授業において現突場面の問題解決を通した背

理法の素地指導（一種のモデリング授業）が可能である。
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１。研究の目的と方法

高等学校の学習指導要領（文部科学省,2009 ）に

基づき,平成24 年度から背理法の取り扱いが変更

された。 具体的には，これまで数学Λで指導して

いた背理法を数学Ｉで必修内容として指導する’ご

とになった。こ の変更の背景には，日本数学会

（20H ）等から指摘されるように，生徒の論理的

思考力（旨理を正確に解釈する力や論理を整理さ

れた形で記述する力など）の低下という喫緊の課

題の克服があろう。なお，かつて現代化が叫ぱれ

論理教育が重視された昭和4･1 年度から昭和50 年

度の期間には，中学校の数学３年で背理法を指導

した歴史的な経緯がある。現行の中学校数学の教

科書でも，本文中ではないがコラムなどで発展的

な話題として，「√２は無理数であるこ との証明」

などに係って，背理法をささやかながらも取り上

げている。

以上のような背理法の指導に係る状況を踏まえ

れば，中学校・商等学校の前段階である小学校に

おいても背理法の扱いを積極的に検討することは，

数学教育をより有意義に推進するための一つの研

究課題と考える。

つまり，本研究の目的は小学校算数の授業にお

ける背理法に係る教材開発の可能性を明らかにす

ることである。また，本研究の方法・進め方とし

て，背理法の指導に関する先行研究(池田，2011

他)及び予備的な実験授業等の分析・考察により，

小学校算数での背理法に係る教材開発の可能性を

具体的に提示する。

２。背理法についての概観

（１）背理法の正しさ

最初に，背理法の正しさに係わって記号論理学

的な視点から俯瞰する。数学の定理は「ある仮定

ｐのもとで，結論ｑが成り立つ」の表現をもち，

「ｐ→ｑ（ｐならばｑ）」の形の命題になっている。

つまり，「ｐ→ｑ」を証明するとは「ｐ→ｑ」が真

であることを示すことである（注１）。

～ｐｖｑで定義される Ｆｐ→ｑ」が真であるこ

とを示す方法として，次に示すように直接法のほ

かに対偶法や背理法などが知られている。

・直接法

「ｐ→ｑ」が真であることを示す方法

（ｐを真であると仮定しｑが真であることを示す。

ｐが偽の場合は,ｑの真偽に係わらずｒｐ→ｑ」

は真となる）

・対偶法

「～ｑ→～ｐ」が真であることを示す方法
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・背理法

「ｐＡ（～ｑ）」が偽になることを示す方法

次に掲げる表１の真理値より，対偶法および7¥

理法の諭理的な正しさを確認できる。

表１：裏理表（直接法・対偶法・背理法）

ｐ ｑ ｀p ｀q
p“q:

｀pVq

｀ｑ“｀ｐ：

卜q 川~p）
pΛ(~q)

ｌ １ ０ ０ １ １ ０

Ｉ ０ ０ 】 ０ ０ 1･

０ １ １ ０ １ ｌ ０

０ ０ ｌ １ １ １ Ｏ、

（１：真，０：偽）

上掲の真理表によらず，次のような式変形によ

っても，対偶法や背理法の正しさを保証できる。

例えば,背理法の正しさは次のように証明される。

ここで留意すべき点として，これらの証明では

命題ｐは真か偽のいずれか一方だけが成り立つと

いう排中律が前提となっている。言い換えれば，

ｐと～ｐが同時に真になることもないし，偽にな

ることもない。

ｐ→ｑＥ～ｐＶｑ

≡～（ｐ∧（～ｑ））

芦 ｐ∧（～ｑ）

なお，商等学校数学Ｉの教科 書（数研出版，

p.57,2012 ）での背理法の定義は次の通りである。

ある命題を証明するのに，その命題が成り立た

ないと仮定すると矛盾が導かれることを示し，そ

のことによってもとの命題が成り立つと結論する

方法がある。この証明法を背理法という。

（２）背理法の指導上における問題点

背理法の指導について，池田（2011他）は高校

における背理法の学習に関する問題点を，く生徒

の観点＞及び＜教科書の観点＞から次のように挙

げている。

〈 生徒の観点からの洲題点＞

SI :背理法の正しさが実感できない。

S2 : 論理の表現と方法が適りjでない。

S3 : 否定命題ができていない。

＜教科書の観点からの問題点＞

TI : 数学Λのみでしか取り扱わない。

T2: 背理法の説明が天下り的である。
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T3: 対偶法との区別が明確でない。

さらに，背理法の桁導に係るこれらの問題点を

解消するために，池田は商校数学での指導を念頭

に次のような教材①～④の提案をしている。

①現実事象の場而を取り入れた導入教材

②命題「ｐ→ｑ」において，ｐを公理，ｑを定理

とする公理体系を認識させる教材

③命題の証明を確実に表現させる教材

④命題の否定が確実にできる教材

本研究では，学習者（小学生）の発達段階や数

学の有用性を感得させる等の観点を考慮し，特に

池田の提案①:r現実事象の場面を取り入れた導入

教材」に注視する。

つまり，現実事象の拗而を題材に，背理法の素

地指導として小学校算数の授業における教材開発

の可能性を模索する。

（３）現実世界における背理法の有用例

現尖事象の場面に生じた問題を解決する際，背

理法を利用する場合がある。例えば，背理法の原

理は犯罪事件のアリバイ証明（現場不在証明）な

ど現尖世界の問題解決に反映されており，児徽は

アリバイという文言を少なからず耳にしていると

推測できる。

犯罪事件のアリバイ証明例を，記号論理学に照

らして挙げれば次のようになる。

ｐ：「実行犯人は犯行時刻に犯行現場Ｂにいる」

ｑ：「Λは実行犯人でない」

ここで，「容疑者Ａが実行犯人である（～ｑ）」

と仮定すると，容疑者Ａは事件の犯行時刻に犯行

現場Ｂにいたはずである。

しかし，容疑者Ａが犯行時刻に犯行現場Ｂから

離れたＣ場所にいたことが何らかの事実をもとに

証明された。よって，同時に現場ＢとＣ場所に存

在できないことから，容疑者Ａが実行犯人である

ことに矛盾する（「ｐ∧（～ｑ）」：偽）。

つまり，容疑者Λは実行犯人ではないと結論づ

けられる（「ｐ→ｑ」：真）。

我々は現実世界を生きていく上で，様々な問題

解決をしなければならない。時に，上述のアリバ

イ証明のように，気分や思いつきによらない論理

的な判断や意思決定を求められる。
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端的に言えば，背理法は現実世界における問題

解決で働く布意義な思考の逆具の一つと言える。

とりわけ背理法の特徴として，r 結論ｑの否定j

を仮定する作業を伴うことから，直接的な証明が

困難な不可能性の証明（瀬山,2010 ）筈に威力を発

抑すると示唆される。

(４) 背理法のモデリング過程における位置づけ

背理法は現実世界の問題解決に有効に働きうる

道具であると前述した。ここでは現実世界の問題

解決過程いわゆる数学的モデリング過程に，背理

法はどのように位置づけられるのかを考察する。

数学的モデリングの先駆的な研究行である三輪

(1983)は，数学的モデル化( 以下，数学的モデリ

ングと呼ぶ) の過程の典型を図１のように示しな

がら，次の①～④のように捉えている。Fそれま

での経験・観察をもとにして，ある事象が要求す

るという認識があるという前提のもとで，

①その事象に光を当てるように，数学的問題

に定式化する( 定式化，注２)。

②定式化した問題を解く( 数学的作業)。

③得られた数学的結果をもとに事象と関連

づけて，その有効さを検討し，評価する

(解釈・評価)。

④問題のより進んだ定式化をはかる

(より良いモデル化)。

匯 実の世祠　　　　　　　ｉｌ数学的モｙ祠

解秋 的作業

理論・

図１： 数学的モデリング過程(三輪.1983)

定式化では而前の現実問題（場面・事象）に対

して。「どのような要因が関与するのか」は解決を

進める上での･一つの視点となる。その際，「より有

効に働きそ うな要因を選ぶ」，F自分自身の扱える

要因を選ぶj といった学習者の積極的な活動を兄

収ることができる（Oｓａｗａ,2004 他）。言い換えれ

ぱ，「現実の反映としての現実性」と「数学的な処

理の容易さとしての実用性」とのせめぎあいの活

動を定式化の際に行っていると言える。定式化に

おけるこれらの活動を否定するわけではない が，

少なからず物足りさも残る。これらの活勁は当面

する現尖問題を肯定的に捉えることが前挺となっ

てお り，適当な解答が必ず存在することを想定し

ている。木来，未知な問題に出合った際は，「そも

そも答えは存在するのか，しないのか」，「答えが

存在するならば，いくつあるのか」といった解の

存在性や一意性の吟味を含めて広く解決を図る構

えやアプローチも必要となろ う。たとえ結果とし

て現実にはありえないと判明する場面や事饌でも，

当面，呪実にありそうなことを現実悶題として積

極的に収り扱えるのでないか。このように数学的

モデリングを広義に取り扱う立場に立てば,r不可

能性を背理法で証明するj といった活助も数学的

モデリング教材に含まれることになる。

つまり，本編では現実に生じると想定される場

面や事糸を，広義に現実世界の問題として数学的

モデリングの教材として取り扱うことを提案する。

また，背理法は数学的手法（証明法）の一つで

あるから，背理法の数学的モデリング過程での位

懺づけとしては，定式化された数学的モデルから

数学的結論を導く段階における数学的作業と捉え

られる。強いて。背理法を現実の場面や対象を否

定して捉えた仮定（結論ｑの否定）として見なせ

ば，定式化の段階における「仮定の設定」などと

も位殴づけられる。

以.Iこのような兄解をもとに，本研究では小学校

算数おける背理法に係る素地指導の指針として，

現実眼:界の問題解決を通して，次の（ア）～（ウ）

を児童に学ばせることを提案する。

（ア）場面ｐと場面～ｐが同時に成立しないこと

（イ）F 結論ｑの否定」を仮定すること

（ウ）背理法が様々な現実場面で利用されている

こと
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３。背理法の内在するモデリング教材例

現行の学習指導要領（文部科学省,2008 ）を踏ま

えれば，小学校算数で背理法を直接的に掲げて授

業を展開することは一つの桃戦的な試みであり，
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そのような実践は皆無であろう。しかしながら，

突際の授業を注意深く見直せば，背理法に係わる

算数的な活動が各指導領城に少なからず内政して

いると推測する。

以下，幾つかの事例を通して，背理法の教材と

しての可能性を検討する。

（１）十字問題

「数と計算」の領域で，盛山（2009 ）は次のよ

うな課題【以下，I十宇問題】と呼ぶ）を取り上げ

て，国立小学E交４年生 ｔクラスを対象に算数の授

業を実践している。

【十字問題】

１～５の数が１つずつあり

ます。たてと横の数の和が

等しくなるように右の口に

数をあてはめましょう。

サ

盛山がどのように十字問題を洲発したのかは不

明であるが，次の図２のようなパズル遊びの一つ

である魔方陣を単純化して算数の朗材にアレンジ

したとも想像できる。

立 刳
図２：魔方陣の例（３×３型）

そ Ξ ヨ ヨ ヨ ヨ

玉 三 ご 三 三

ま

曇 千 曇

図３:児童による十宇問題の解答例

三 三 ∃y 万 玉
丿

詰 ご ご こ こ にここ に
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べ き新 た な 問 題 と し て 取 り 上 げ ，授 業 者 は 授 業 展

匹
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（２）４手ジャンケン問越

［数鳳関係］の領域で，信夫ら（2011）は次の

ような課題（以下,【４手ジャンケン閻朗lと呼ぶ】

を取り上げ,国立小学校５年生20 名を対象に実験

授業を行っている（注３）。

【４手ジャンケン問題1

4 種類の手でじやんけんをしようとした場

合，どの手を出しても勝率が同じになるよ

うな公平なルールにすることができるか。

なお，原問題の提示に際して，２人で勝負する

場合についてのみ考えることとし，「あいこ」は

同じ手が出たときだけに限定している。

通常，ジャンケンと言えば， グー，チョキ，パ

ー「石，ハサミ，紙」の３手ジャンケンが，日本

の文化として現実世界に根付いている。しかしな

がら，世界の国や地域を兌渡せば，３手に限らな

いジャンケンの類も少なからず存在する。例えば，

フランスでは次のような４手ジャンケン「石，八

サミ，葉，井戸」の文化 も残存している（図５）。

・翁（ハサミに勝つ）・ハサミ（槃に勝つ）

・葉（石, 井戸に勝つ）・井戸（石,ﾉヽｻﾐに勝つ）

図 ５ ： ４ 手 ジ ャ ン ケ ン の 構 造

上 掲 の ４ 手 ジ ャ ン ケ ン 問 題 文 か ら 分 か る よ う に

本 実 践 で は 課 題 提 示 に 際 し て, 「 ４ 手 ジ ャ ン ケ ン で

は 公 平 な ジ ャ ン ケ ン が で き な い （ 不 可 能 で あ る 〉に

と を
，

授 薬 者 か ら 事 前 に 明 示 し て い な い 。 言 い

換 え れ ば
，

「 な ぜ
，

で き な い の か 」 を 考 え る 前 段 階

と し て
，

「 提 示 さ れ た 課 題 が 解 決 可 能 か 不 可 能 か 」

を 判 断 す る 活 動 乱 児 童 の 算 数 的 活 動 と し て 取 り

扱
っ て い る 。

教 師 か ら 提 示 さ れ た ４ 手 ジ ャ ン ケ ン

問 題 に 対 し て
，

ほ と ん ど の 児 童 は ，『 ど う す れ ば 公

平 ル ー ル に す る こ と が で き る か 』 の 立 場 か ら 肯 定

的 に 解 決 を 図 っ て い る
。

具 体 的 に は ， 言 葉 に よ る

記 述 に 留 ま ら ず
，

図 （ 離 撒 グ ラ フ ） や リ ー グ 表 な

ど を 用 い て 試 行 錯 誤 を 重 ね て い た
。

「 公 平 な ル ー ル に す る こ と が で き な い （ で き そ

うにない）」と否定的に判断するまでに，多くの児

童は少なからず時間を必要とした。何かの工夫を

すれば, できるのでないか（解決可能である）と，

授業の最後まで考えていた児童も見受けられた。

算数における一般的な提示課題の多くは，肯定

的に解決可能な問題である。４手ジャンケン問題

のような解決の可能性を問い，さらには解決不可

能に帰着するような問題に，児童が取り組む機会

はあまりない。したがって，児童の既習内容や経

験（例えば３手ジャンケンは公平である）を踏ま

えれば。４手ジャンケン問題の不可能性を認知す

るまでには，かなりの心理的な抵抗があり，一定

の時間を要するのは自然なことと考えられる。

このような心理的な抵抗を児童が乗り越え，４

手ジャンケン問題の不可能性を認知するためには，

それなりの根拠を彼ら白身が得なければならない。

その桃拠となるアイデアやヒントはｊ どうすれば

公平なルールにできるのか」という児童の肯定的

な探究活勁や，「公平なルールにできるのか, それ

ともできないのか」という認識の揺れ動く中で，

少なからず生み川される。

例えば，下図６のように兜鼠Ｊはリーグ表で問

題解決を試みている。彼は公平性を維持すべく，

すべての手が１勝２敗になるようにリーグ表の作

成を賦みている。只一体的な操作として，「チョキ」

と「トクース」の手を出した場合，両者を負けと

して収り扱っている。しかしながら，図６中の書

き直した痕跡から窺えるように，当初，彼は，「チ

ョキ」が「トゥース」に勝つ意味のroj 印を書

き，その後にｒｘｊ印へ書き直す操作をしている。

彼の活動は，不可能性を認知するための積極的な

葛藤や試みとして少なからず評価できるｏ

乙
○; ｙj ぷ

図６：リーグ嶺による解決の賦み｛児童J｝

児童Ｊの示した弑極的な葛藤や試みを，クラス

全休で共有しながら吟味する授業展開が考えられ

る。そこでは「勝ち総数と負け総数が同数となる
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事実」や，「１つの手で勝ち負け（場而ｐと場面～

ｐ）が同時に成立しないこと」等の認知を深める

ことになる。つまり，そのような全体での練り上

げを通して，多くの児竜は４手ジャンケン問題の

不可能性をより深く認知できると想定できる。

また，次の図７は別の児童Ｍが４手ジャンケン

の不可能性を§ 葉で説明しようとしたものである。

汝 祀 い

っり な`け5､2 山 と

な‰ Ｍヽ

図７ Ｘ不可能性の認知（児童Ｍ）

彼の説明には，４手ジャンケンが公平にできる

と仮定し( 結論の否定を仮定し) ， １つの手( ト

ウースと呼ぶ)に着目すると不合理が生じるから，

公平にできないとい う主張が内在している。彼の

説明は完全な背理法の形式とはａえないが，背理

法に繋がりうる活動として評価できる。

以上のことから，４手ジャンケン問越は前述の

２(４)で掲げた背理法に係る素地指導の指針(ア)

～( ウ)を満たしうる教材の一つとａえる。

（３）ペンローズの三角形問題

「図形」の領域で，佐藤ら（2012）は次のよう

な課題を収り上げ,国立小学校６年生13 名を対象

に実験授業を行っている。

【提示課題】

ペンローズの三角形（写真１）の特徴を調

べよう。

写真１：ベンローズの三角形

上掲の写真１のように，ペンローズの三角形は

３本の四角柱をそれぞれ直角に組み合せながら，

全体で三角形を形成したものである。ペンローズ

の三角形を現尖の３次元空間の物体として作るこ

とは不可能である。ただし，ある角度から見たと
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きだけペンローズの三角形のように見える物体を

作ることは可能である（注３）。実際，写真１を別

の角度から見れば，次に掲げる写真２のようにも

見える。

写真２：別の角度で見たペンローズの三角形

このようなペンローズの三角形の特徴に，本授

業は着目した。つまり，木授業の目的は図形の観

察を通して空間図形を様々な方向から見る必要性

を児童に気付かせることである。

提示課題に対して，対象児童は配布された写真

１に線を引いたり色をつけたりしながら考たり，

３本の色付き割り箸を使い積極的に思考錯誤して

いた。これらの活動を通して，すべての児童は写

輿１のペンローズの三角形が図２のように一部分

が接続していないことに気づくことができた。

本実験授業は図形領城に係わる新たな教材の一

つとして，その可能性を示したと言える。

写真３：色付き割り箸による操作活動

木実験授業は図形領域に係る試みであったが，

背理法の視点からの授業展開も考えられる。不可

能性の証明を念頭に，上掲の提示課題を次のよう

に書き直すことができる。

【ペンローズの三角形問題】

写真１のように，３本の四角柱をつなぎ合わす

ことができるか。

このペンローズの三角形問題に対して，論理的

に整理された形で説明できるかを検討する。試し

に，本授業で割り箸を使ってペンローズの三角形

Akita University



が存在不可能であることを確認した児童の操作的

活動を、数学的な説明に昇華させてみる。その結

果、例えば次のようにペンローズの三角形に生じ

る矛盾を捉え説明できることが示唆される。

ゴ ン コ ー ぎり ミ 約 形 の 存 在?|Ξ可 能 性 に 帰 ４ 説l夕1例，

① 図 ８ の よ う な 物 体 （ペ ン ロ ー ズ の 三 角 形 ） が 空

間 内 に存 在 す る と 仮 定 す る。

② 図 ８ を斜 線 部 分 と そ れ 以 外 の 網 掛 け 部 分 に 分 け

て 考 え る。

図８：ベンローズの三角形を分けて 考える

③図８の斜線部分を考えると,図９左のように「高

さ一定の空間」内にあるはずである。

（斜線部分が直方体に収まっているイメージ）

④しかし点線の円で示した接続部分に注目すると，

網掛け部分の上部が図９右の「鳥さ一定の空間」

に収まっていないことがわかる。

Ｓ　　　･ゝ　　　　　　　　
．　　　　　－

∧ｿ 『ﾚﾚ 』:ｿ7ｽ1

図 ９：斜線部分（左）・網 かけ 部分（ 右）の捉

⑤「商さ一定の空間」からはみ出した上部の一端

に，無理に斜線部分の一端を接続しようとすれ

ぱ，斜線部分が「商さ一定の空間」に収まらな

くなり，説明③と矛盾する。

⑥このような誤りが生じたのは，説明①で，ペン

ローズの三角形が空間内に存在すると仮定した

ためである。

⑦従って背理法の考えより，ペンローズの三角形

は存在しない。

上述のような説明には,「場而ｐと場面～ｐが同

時に成立しないこと（④）」け 結論ｑの否定を仮定

すること（①）」が内在している。また，一連の説

明は,背理法の現実場面での利用例と捉えられるＯ

以上のことから，ペンローズの三角形問題は，前

述の２(４)で掲げた費理法に係る素地指導の指針

(ア)～(ウ)を満たしうる教材のーつと言える。

３(１)～( ３) の考察により，小学校算数の様々

な領域で背理法に係わる授業展開が可能であるこ

とが分かった。

４。まとめと今後の課題

本研究では，小学校算数の授業における背理法

に係る教材開発の可能性を，先行研究の文献及び

予備的な尖験授業等により探った。その結果，次

のことが分かった。（１）小学校における算数の各

領域において，背理法的な説明や証明に係る教材

が少なからず内在している。（２）現行の数学カリ

キュラム上の背理法の取り扱いは高等学校数１に

位置づけられているが，算数の授薬において現実

場面の問題解決を涵した背理法の素地指導（一種

のモデリング授業）が可能である。

また，今後の課勉として，本研究を通して得た

知見などをもとに，背理法の素地指導として適切

な算数カリキュラムモデルの構築を図っていく所

存である。
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注１）
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として解されることを強調している。さらにまた，

それらの数学的モデリングの段階は，その順序通り

に機械的に進むものでなく，ときに逆行や何回もの

往復があり，ときに飛躍があると三輪は補足してい

る。
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