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要　約

欠落角の二等分線を求める課題に係わって数学的な内容面から分析・考察し，

中学校における数学の教材としての可能性を探究した。その結果，次のことが分

かった。（１）欠落角の二等分線を求める課題の解決は多様であり，生徒が図形に

ついての知識を深める教材になりうる。（２）また，欠落角の二等分線を求める課

題の解決過程においてミスコンセプション（何らかの論理的な根拠に基づく誤り

のある考え）が少なからず発生しやすく，生徒が論証力を商めるのに有効な教材

になりうる。
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１。研究の目的と方法

本研究の目的は，欠落角の二等分線を求める課題に係わって数学的な内容而か

ら分析・考察し，巾学校における数学の教材としての可能性を明らかにすること

である。主な本研究課題としては，次のようなものを挙げることができる。

・欠落角の二等分線を求める課題の解決方法として，具体的にどのようなものが

考えられるか。

・欠落角の二等分線を求める課題の解決過程で，生徒の活動傾向としてどのよう

なミスコンセプション等が生じうるか。

これらの研究課題に応じるために次の研究方法を採用した。山形大学大学院教

育実践研究科における数学教育セミナー（2014 年６月～12 月まで毎月ｌ［函実施，

筆者・大学院生４名・学部生２名の計７名構成］でのプレゼンテーションを利川

する。具体的には，欠落角の二等分線を求める課題に係わって数学的な内容而か

ら分析・考察した内容をプレゼンテーションで筆者が発表する。そこでの質疑を

通して本研究の妥当性を図る作業を重ね，得られた知見を本稿にまとめる。

２。「欠落角」に係わる先行事例

本研究で取り上げる欠落角（m18ｓing angle）とは,次の図１左端のように角の頂

点付近が欠けている角のことを指す。
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図１：欠落角の例

角の辺丿及びX7jをそのまま延長して角の頂点を求めることができない条件のも

とで，欠落角の二等分線を定規及びコンパスのみで作図する課題（以下，「欠落角

の課題」と略記する）は，これまでにも図形領域の指導に係って実施されている

（内海他1993 ； 森川,2006 など）。

例えば，内海ら（1993）は欠落角の課題を図形の移動における指導で採用してい

る。そこでは生徒に欠落角の課題に対して解決方法を色々と考えさせ，多くの方

法に共通する変換の考え（解決に都合のよい位置へ図形を移動させる等）を明確

にし，移動の仕方の学習に発展させている。なお，次に掲げる図２は内海らの提

示課題例である。黒板の端に書かれた欠落角の場而を意図的に提示することで，

角の辺をそのまま延長して求めることができないという条件の必然性を生徒に感

じさせている。課題提示における一つの工夫として参考になる。

【提示課題例】

下図のように角の頂点近くが欠けている。この角の二等分線を角の辺をこの

まま延長して角の頂点を求めることができないとき，どのようにして作図す

ればよいか。
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図２：欠落角の提示課ｌ 例（内海他,1993，p.10）

2. 「欠落角の課題」の解決方法

欠落角の課題 の解 決方法として，具体的にどのよ うなものが考えられ るか。 想

定し うる生徒の具体的な解決方 法を数学的な内容面から分t斤・考察する。

（１）平行移動の利用

図形の平行移動を念頭に， 角の辺の一方を解決のしやすい位置まで移動させ れ

ば，次図 ３のよ うな 作図方法が一つの解決 となる。最初に，角の辺jを水平方向 に

右へ 距離ｄ平行移動させたj?’をひく。続い て，」1?’ともう一方の角 の辺Z72より作ら

れる角を二等分する線77 ’をひく。 この が を水平方 向に左 へ距離ｄ平行移動 した
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線をひけば，最終的に求めたい二等分線/7を得られる。
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図３：平行移動による作図①
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また，次図４のように角の辺ぶ及びj72の両方を平行移動させる解決方法も考え

られる。図４では角の辺e及びj77をそれぞれ適当に平行移勁させてj?'とnl の゙交点

ｏを見出している。ただし，jとｊ'の幅( 距離) と
ｉ　
ｍとj77'の幅は等しい条件下で

の平行移動である。続いて，j'とj77'のなす角( 頂点ｏ) の二等分線をひけば，最

終的に求めたいjとj72のなす角の二等分線yJを得られる。この作図が数学的に正

しいことは，下図５のような直角三角形の合同( △oxY≡△ozY) や円と接線の性

質等を根拠に証明できる( 図４のj'とzz7'の交点ｏを図５の円ｏの中心とも見なせ

ることから円と接線の性質が利用できる)。

ｊ

図４：平行移動による作図②
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(点X.Z は円Ｏの接点，∠XTO＝∠ZY0，XY=ZY)

図５：円と接線に係わる性質
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（２）対称移動の利用

前述2（1）のような平行移勁ではなく，対称移動を拠り所に欠落角の課題を解

決することも可能である。例えば，次図６のように角の辺,77上の適当な点Ｈから

垂線をひき，もう一方の角の辺1?との交点をＡとする。次に，垂線ＡＨを線対称の

軸に見立て欠落角の頂点 Ｏの対称移動を考える。すなわち，∠OAH＝∠BA11となる

点Ｂをｍ上に作図する。続いて，∠ABIIの二等分線をひきＡＨとの交点Ｃを作図

する。このとき，点Ｃは欠落角∠AOB の二等分線z7上の点となる。同様に，点Ｃ

とは異なるｘ7上の別な１点を作図し,点Ｃと結ぶなどにより最終的な解決となる。
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図６：対称移動による作図

(３) ひし形の性質等の利用

欠落角の課題に対して，図形の持つ固有な性質を利用することもできる。例え

ば，次図７のようにひし形の性質及び平行線の性質( 錯角が等しい等) の利用に

よって作図可能である。具体的な作図の手順としては，最初に図７で角の辺ｍ上

に適当な点Ｐを取る。次に，点Ｐを通り 剔こ平行な直線j' をひく。続いて，点Ｐ

を頂点としてx77と β'のなす角( 欠落角側) の二等分線をひき，角の辺ｊとの交点

をＱとする。さらに，点Ｑを通ってｍに平行な直線ｌｎ を゙ひき，ｍｌと ぶ'の交点を

Ｒとする。ここで，∠PRQ の二等分線をひけぱ，jとｍのなす角の二等分線を得ら

れる。なお，以上のひし形の性質による作図方法を前述2(1)(2) に照らして図形

の移動の観点から俯瞰すれば，回転移動の利用とも解釈できる。
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図7:ひし形の性質等による作図
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(４) 三角形の内心の利用

図形の性質に着目した別な解決方法として，三角形の内心に係わる定理( ３つ

の内角の２等分線は１点で交わる) も利用できる。例えば，次図８のように角の

辺4?，ｍにそれぞれ適当に点Ｓ,Ｔをとり，欠落角の頂点をＯとして三角形SOT の

内心を考える。このとき，欠落角∠SOT の二等分線を直接的に作図できないが，

∠OST 及び∠OTS の二等分線をそれぞれ作図できる。これらの二等分線の交点Ｕ

は，上述の定理より欠落角∠SOT の二等分線上の点でもある。同様に，貳　ｍ上に

点Ｓ,Ｔと異なる点Ｓ',Ｔ'をそれぞれとり，三角形S'OT'の内心を考えれば,7上の

点Ｕ'を特定できる。この点Ｕ'と点Ｕと結べば最終的に求めたい二等分線j7を得

られる。あるいは，点Ｕ'を特定する代わりに，点Ｔを通るように刺こ平行な直線

ｊ'をひき，続いてｊ'とｍが作る角の二等分線 がをひき，さらに点Ｕを通って がに

平行な線をひいても，欠落角の二等分線jlを得られる。

紙面の都合で他の解決方法を十分に述べられないが，上述の2(I) ～(4)で示し

た解決方法を単独ではなく部分的に幾つか組み合わせて利用することも考えられ

る。森川(2006) が示したように通常の授業では扱わないハイレベルな幾つかの定

理を生徒に証明させた後,それらを欠落角の課題の解決へ利用させる方法もある。

以上のように，欠落角の課題に対して既習の内容を駆使した解決方法が多様にあ

ることがわかる゜　　　　　　　　　　　　　j
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図８：三角形の内心による作図

３．｢欠落角の課題｣ における活動傾向

(１) 生徒の活動傾向

本稿で言う活動とは，方向性( 解決すべき目的等) を持った操作や行為の集合

体であり，目に見える形で表出される外的なものばかりでなく念頭での操作など

の内的なものも含む。授業における生徒の活動には，数学的な誤りや不十分さや

過失(エラー)などを少なからず見取ることができる。生徒の数学的な誤りや過失

等を｢ 治療されるべき障筈｣(Boｒａｓi,1985)と捉えることがある。例えば，計算の

ドリル学習と称して生徒に反復練習させる指導等において，数学的な誤りを特定
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し矯正する活勁は，「治療 されるべき障害」を取り除く立場からの一つの指導と言

えよ う。一方で, 生徒の数学的な誤 り等を「利用されるべき出発点 」（Boｒａｓi,1985 ）

と積極的 に捉えて，それらを 教授・学習過程に活かす試みも行 われてい る。 例え

ば，原田（1991 ）は生徒のミスコンセプションに注目し，誤答を学習発展の契機と

して利用し ている。また，安達（2014 ）は生徒 のつまずき（数学的な過失等）を題

材として取 り上げ, グル ープにおける協同的学習の有意義な展開を 実現している。

本研 究はこれら後者の立場から，生徒の数学的 な誤り等を活 動傾向や特徴として

肯定的に捉え教材 へ反映させるこ とで，生徒のより深い学びを実現させるこ とを

念頭に置い てい る。なお，ここでの生徒の活動 傾向を授業に反映するとは，提示

課題 や主たる発問な どの形 で題材・学習 材に用いるこ とであ る。例えば，「生徒の

活動傾向 とそれとは反 する新たな情報を提示課題に適切に組み入 れる工夫が考え

られる。 両者の間に，ずれや葛藤，矛盾などを生徒が感じ認知す れば，それらの

不均 衡の解消を図るとい う活動が目的化され強化される」（大塚,2014 ）ことにな

る。つまる ところ，活動傾向の利用は生徒の数学的活動のきっかけや推進などの

機能 として期待できる。

（２）「欠落角の課題」の解決過程における具体的な活動傾向（誤答）

欠落角の課題に対して，具体的にどのような生徒の活勁傾向（誤答）が想定され

るのか。典型的な誤等例の一つとして，次図９のように線分の二等分線を利用し

た誤答が考える。図９では, 角の辺丿及びｍ上にそれぞれ点ＬＩとM1 をとり，線分

LIMI の中点ＮＩを作図する。同様に，線分LIMI に平行となる点Ｌ２とＭ２を角

の辺2及びｇ上にとり，線分Ｌ２Ｍ２の中点Ｎ２を作図する。続いて点ＮＩとＮ２を結

び最終的に求める二等分線としている。

二等辺三角形のように，角の二等分線とその角の対辺の二等分線が一致する三

角形もあるが，一般的に角の二等分線と線分の二等分線は一致しない。図９の数

学的な正誤を探究する活勁を経ることで，前掲の図４や図５などのアイデアの生

成が期待できる。このように一兄すれば似たような既習の知識を対比的に捉え直

すことは，図形についての知識をより深めることから少なからず意義がある。

X77
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また, 欠落角の課題に対して平行四辺形を拠り所にした活勁傾向 も想定される。

次図10 左 のよ うに角の辺 趾1の点I., からもう一つの角の辺nl に平行な線/77'をひ

く。同様に，j72上 の点MO から涸こ娶行な線Q'をひき，X77 'とβ'の交点をNO とする。

ここで ∠LoN(馬 の二等分線をひ けぱ，一見すると最終的 に求めたいj?と777のなす角

の二等分線を得られたかのようにも見える。しかし，例えば図10 右のよ うに極端

な平行四辺形の場合を取り上げてみれば，図中 の角の大きさ｢ ●｣ と｢ ×｣ が異

なるこ とを視党的 に認識できることから，このような平行四辺形による解決方法

は誤答であると判断できる。ただ，平行四辺形 の中でも特徴的な性質 も持つひ し

形を作図できたならば，前述2(3) で確かめたように数学的 に正しい解決となる。

すなわち，図10 に見られる生徒の活勁傾向は，欠落角の課題を解決す るための重

要な突破 口のーつとなり うる。
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図10 : 平行四辺形による作図例（誤答〉

４。まとめと今後の課題

欠落角の課題に係わって数学的な内容而から分析・考察し，中学校における数

学の教材としての可能性を探究した。その結果，次のことがわかった。（１）欠落

角の課題の解決は多様であり，生徒が図形についての知識を深める教材になりう

る。（２）欠落角の課題の解決過程においてミスコンセプション等が少なからず発

生しやすく，これらの活動傾向を活かした授業の実施が可能であり，生徒が論証

力を高めるのに有効な教材になりうる
Ｏ

今後の研究課題としては，生徒の活動傾向を活かす視点から欠落角の課題を中

学校現場で実践し，その分析・考察を通して欠落角の課題の数学教材としての有

効性等を検証する予定である。

＜引用・参考文献＞

安達心.（2014）.生徒が持つ傾向を活かした授業展開：角の二等分線を作図する

場面の考察を通して．日本科学教育学会研究会報告書，VO1.29，N0.2,ｐｐ.63-

68.

28

Akita University



内 海 淳 ， 京 極 邦 明 ， 半 田 進. （1993 ）. 図 形 領 域 の 指 導 計 画 ． 東 京 学 芸 大 学 小 金 井

中 学 校 数 学 科 資 料 ，pp.4-13.

大 洋 弘 典. （2012 ）. 数 学 的 活 勁 に お け る イ ン パ ル ス と イ ン パ ク ト ． 教 育 科 学 数 学

教 育10 月 号 ，pp.16-17 ， 明 治 図 酋 ．

大 滓 弘 典. （2014 ）. 教 材 開 発 を 考 え る ． 山 形 県 尾 花 沢 市 教 育 講 演 会 資 料 （ 実 施 日 ：

平 成26 年11 月14 日 ， 尾 花 沢 市 ）．

原 田 耕 平. （1991 ）. 学 校 数 学 に お け る 子 ど も のmi ｓｃｏｎｃｅｐtｉｏｎ の 同 定 と 克 服:

Balacheff の 教 授 理 論 を 手 が か り と し て ． 日 本 数 学 教 育 学 会 誌 ， 数 学 教 育 学

論 究 ， 第55 巻 ，pp.3-15.

Bo ｒａｓi,R. （1985 ）.U ｓing　e ｒｒｏｒ　ａｓ　ｓpｒingboa ｒdｓ　fo ｒ　t ｈｅ　ｌｅａｒｎｉｎｇ　ｏｆ

ｍａtｈｅｍａtic ｓ. Ｆｏｃｕｓ ｏｎ £ｅａｒｎｉｎｇ Ｐｒｏｂｊｅｍｓ jl 】11atｈｅｊｌａtjc ｓ，7 （3/4 ），1-14.

森 川 幾 太 郎 編 著 ，（2006 ）. あ な ど る な 数 学 ： 図 形 編 ． 教 育 ネ ッ ト.pp.129-133.

P ｏtｅｎtial a ｓ the t ｅａｃｈｉｎｇ ｍ ａt ｅｒial ｓ ｏＰ ｍ ｉsｓing angle ¨

Ｏ ＳＡ Ｗ Ａ ，Hi ｒｏｎｏｒi

Grad ｕａtｅ Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆｌｅａｃｈｅr Ｔrａｉｎｉｎｇ Ｙａｍ ａｇａtａ Ｕ ｎｉｖｃrsily

abst ｒａｄ

ｌｎ thi ｓ paper ， l conside ｒed the pot ｅｎtial in the j ｕnior high ｓｃｈｏｏｌ ａｓ tｈｅ

tｅａｃｈｉｎｇ ｍ ａtｅｒｉａｌ ｏｆ ｍ ａtｈｅｍ ａtic8 f ｒｏｍ t ｈｅ ｍ ａtｈｅｍａtｉｃａｌ ｃｏｎtｅｎt 81de fb ｒ

'lmissing angleII. Ａｓ ａ ｒｅsｕ]t,the lbllo ｗing s ｕggest ｉｏｎｓ ｅｍ ｅｒged. The 601 ｕtion

ofpr ｏｂｌｅｍ ｏＰ ｍｉsｓing angle ‘' iｓ ｖａrio ｕs. Ｓ ａｃｈｉｎｇ ｍ ａteｒialｓ ｒelated to llmissing

angle ¨ ｗin 臨able t ｏ ｂｅｃｏｍｅ tｅａｃｈｊｎｇ ｍａtｅｒialｓ ｗhich 8t ｕｄｅｎt ８ ｄｅｅｐｅｎ tｈｅ

ｋｎｏｗledge of gcomet ｒical ， Ｍ ｏｒｅｏｖer, s ｏｍｅ teaching mat ｅｒialｓ ｗin be able to

imp ｒｏｖe ｓtｕｄｅｎt８１ ｐｒりof po ｗｅr in ｕsing the mjst ａｋｅ ｏｆ ｍａtｈｅｍａticｓ that

ｈａｐｐｅｎs b ｙ tｈｅ ｐr ｏｂｌｅｍ-sol ｖing pr ｏｃｅsｓ of ”mis ｓing anglel'.
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