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Abstract：

ＷｅｓｔｕｄｙｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｈｏｗｔｈｅｓｐｅｃｔｒumoftheLaplace-Beltramioperatoractingon

2-formsdeterminescurvatureofaRiemannianmanifold・Ｗｅｓｅｅｔｈａｔｉｆｔｈｅｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆ

２－ｆｏｒmsofanarbitraryRiemannianmanifoldisequaltothestandardspherethenthe

preceedingmanifoldisthestandardspherewhenitsdimensionruns2,3,6,7,8,14,17～178.

１．Introductionａｎｄｓｔａｔｅｍｅｎｔｏｆｒｅｓｕｌｔ； Ｌｅｔ（皿のbeacompactconnec-

tedoIientableRiemannianmanifoldwithaRiemannianmetric9・Thedimensionofmis

denotedbym・Ｌｅｔ△betheLaplace-BeltramioperatoractingonexteriorP-formson

Ⅲ（０≦Ｐ≦、)．TheLaPlacian△actingonjP-formshasaninfinitesequence

(1.1）０≧ス1,ｐ≧ス2,ｐ≧ﾉ13,ｐ≧ﾉ14,ｐ≧……≧心,ｐ≧……↓一｡。

ofeigen-valueseacheigen-valueｂｅｉｎｇｒｅｐｅａｔｅｄａｓｍａｎｙｔｉｍｅｓａｓｉｔｓｍultiplicityindicates・

By1SileCp（皿の,wedenotethesequence（1.1)．Thereareseveralresultsaboutthepro-

blem；ｈｏｗｔｈｅ助eCp（皿のdeterminesthestructureof（Ⅲ,の．

THEoREMA．（Ｍ､BERGER〔1〕）Ｌｅｔ（〃，のａｎｄ（Ⅲ'’９'）becompactconnected

orientableRiemannianmanifolds､AssumethatSipeco（〃,の＝SPeco（〃’９'）holdsgood・

Then，ｆｏｒｍ＝２，３，４，（Ⅲ,のisofconstantcurvatureCifandonlｙｉｆ（〃′,９′）isof

constantcurvatureC,wheretheconditionthatX（Ⅲ）＝Ｘ（〃）ｈｏｌｄｓｉｓａｄｄｅｄｆｏｒｍ＝4．

Ｘ（Ⅲ）denotestheEuler-Poincar6characteristicofM．

THEoREMB．（Ｔ・SAKAI〔5〕）Ｌｅｔ（Ⅲ,のａｎｄ（Ⅲﾉ,９ﾉ）ｂｅcompactconnectedorien-

tableEinsteinmanifoldswithdimension6・AssurnethatX(〃）＝Ｘ(〃）ａｎｄ即eCo(〃,の

＝SPgCo（Ⅲﾉ,９'）hold､Ｔｈｅｎ（Ⅲ,のislocallysymmetricifandonlyif（〃′,９′）islocally
ノ

symmetrlc．

THEoREMC．（Ｖ､Ｋ､PAToDI〔4〕）Ｌｅｔ（〃，のａｎｄ（〃’９'）ｂｅｃｏｍｐａｃｔｃｏｎｎｅｃｔｅｄ
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orientableRiemannianmanifolds・AssumethatSileCp（Ⅲ,の＝即eCp（〃',９'）ｈｏｌｄｆｏｒ

Ｐ＝ＯａｎｄＰ＝１．Ｔｈｅｎ（〃,のisofconstantcurvaturecifandonlｙｉｆ（〃'’９'）isof

constantcurvatureCand（〃,のｉｓａｎＥｉｎｓｔｅｉｎｓｐａｃｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ（〃,９ﾉ）isanEinstein

spaceforeverym．

THEoREMD．（S・TANNo〔7〕）Ｌｅｔ（〃，のａｎｄ（Ⅲ'，

orientableRiemannianmanifolds・Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ即eOo（肌の＝

２≦ｍ≦５，（Ⅲ,のisofconstantcurvatureC，ｉｆａｎｄｏｎｌｙ

ｃｕｒｖａｔｕｒｅＣノー０．

ＲＥＭARK：THEoREMDisageneralizationofTHEoREMA．

9ﾉ）becompactconnected

助eCo（Ｍ’９′)．Then,ｆｏｒ

iｆ（〃’９ﾉ）ｉｓｏｆｃｏｎｓｔａｎｔ

THEoREME．（Ｋ､11〔2〕）Ｌｅｔ（肱のａｎｄ（〃’９ﾉ）becompactconnectedorientable

Riemannianmanifolds，AssumethatSileCp（〃’９）＝SPeCp（Ⅲ'’９′）ｈｏｌｄｆｏｒＰ＝０，１．

Iｆ（〃,のisalocallysymmetricEinsteinspace,ｔｈｅｎ（Ⅲ'’９'）isalsolocallysymmetric．

THEoREMF．（S・TANNo〔8〕）Ｌｅｔ（肌のａｎｄ（〃ﾉ，９′,）becompactconnected

orientableRiemannianmanifolds,AssumethatlSP8C1（皿の＝即eC1（〃′,９′）holds．

（ｉ）Ｆｏｒｍ＝２，３ｏｒｌ６≦、≦93,（〃,のisofconstantcurvaturecifandonlｙｉｆ

(〃’９′）isofconstantcurvatureC．

（ii）Ｆｏｒｍ＝４，ｉｆＪｆａｎｄｍﾉhavethesameEuler-Poincar6characteristicx（Ⅲ）＝

X(〃),ｔｈｅｎ（Ⅲ,のisofconstantcurvaturecifandonlｙｉｆ（Ⅲﾉ,９′）isofconstantcurva-
tureC．

（iii）Ｆｏｒｍ,＝３ｏｒ、＝１５，（〃’９）ｉｓＥｉｎｓｔｅｉｎｓｐａｃｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ（〃’９ﾉ)isan

Einsteinspace．

ＩｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆＳPec2（〃,の＝即8０２（〃’９′).Forthisweapply

Patodi'ｓresult〔4〕oncoefficientsofMinakshisundaram-P1eijel-Gaffney，sasymptoticexpan-

sion・Theresultobtainedisfollowing：

THEoREM：Ｌｅｊ（〃’９）ｑＭ（Ⅲ′，９'）ｂｅｃｏ'叩卿ＣＯ",w“柵ｏγ伽肋JeRjemfu汎伽ｎ

ｍ”娩肋．wlg〔ＭＳＳⅧｍｅ伽Spec2.(皿の＝spec2（Ｍ′,９'）Ｍａｓ抑ａ．Ｚｿze”

（ｉ）．/bγｍ,＝2,3,6,7,8,14,0γ１７～１７８，（Ⅲ,のｉｓｑ/･ＣＯ”s伽ｔｃ呪ru伽ｒｅＫが〔ＭＭ

叩!/が（Ⅲ′,９'）ｉｓｑ/､c()"S伽#Ｃ秘r"伽γｅＫ，

､耐

（ii）．/b１．ｍ,＝１５，０７．ｍ＝１６，（〃,のism'3剛"S伽”ｓ伽ｅが(M"αｏ伽が（〃’9′）ｉｓ

”Ｅ伽sje伽spzce．

THEoREMsays,ｉｎparticular,ｔｈａｔｆｏｒｍ＝２，３，６，７，８，１４，１７～１７８，Spec2（〃’９）

Silec2（８，，９.）impliesthat（肌９）isisometrictoanEuclideansphere（Ｓｍ&)．
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●

１
(伽９郷－１０j‘伽十伽１０’‘一伽伽）(2.8）Ｃ"脆‘＝＆jm‘‘

G(，)}伽

ｍ,－２

１

＋（、－１）（ｍ－２）

Ｎｏｗｗｅｐｕｔ

ｌ

（2.9）Ｇ＝（Gjk）＝（loj脆一-77『て伽）

（2.,0）Ｇ(9)＝'GF='''’一帝爾,

(伽伽－９j‘伽）て

Wedenotethecoefficientsofで2ａｎｄＧ（９）ｂｙ〃（､）ａｎｄの（､）respectively,i､ｅ、

６

and
角

２

(川）ｃ(9)＝|Ｃｌ,＝|Ｒ'@一ｍ全２’,o''＋ で２ｍ≧３．

ｍ－２

(ｍ－１）（ｍ－２）

ＴｈｅｎＧ（の≧Oholds；theequalityholdson〃iｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ（Ⅲ,のisanEinstein

space・Ｃ（９）≧Oholdsalso・Ｂｙ（2.10）ａｎｄ（2.11）｜Ｒｌ２ａｎｄｌｌｏｌ２ａｒｅｗｒｉｔｔｅｎｂｙＧ（９），

Ｃ（９）ａｎｄで2．Ｈｅｎｃｅｗｈｅｎｍ,≧３，ｆｒｏｍ（2.4)，（2.10）ａｎｄ（2.11)，ｗｅｇｅｔ

ー

=ＭＧ(伽2)＋些差竺十淵些皇孟

＋〔Q("’2)＋坐蓑≦空等

１
１

ｒ２＋Ｃ３(ｍ’2)Ｃ(の(2.12） 、2,2

‘

（川）‘(3)＝器”(3)＝古
From（2.1）～（2.4)，theconditionSP8C2（Ⅲ,の＝SpeC2（Ⅲ′,９'）ｉｍｐｌｉｅｓ

－１８－

720ｍ（ｍ－１）

１
●

4C３（ｍ’２）
(2.13）の(､）＝Ｃ21(m’2）＋

砂（､）
１

（川）〃伽)＝Ｇ(恥2)＋C・(恥2）＋窯祭３ｍ，

●

Thenthefollowing（2.15）ａｎｄ（2.16）aredirectlyderivedfrom（2.5)，（2.6)，（2.7)，

(2.13）ａｎｄ（2.14）．

(ｍ３－１８７ｍ２＋156伽-3120）
360（ｍ－２）

ｍ,≧４．

(5ｍ４－１３２，３＋1093,,2-3246ｍ＋3120）

の（､）

(2.15）
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、

島

ａ

(2.17）

(2.18）

and

(2.19）

ん棚＝んⅢ’

んで伽＝ん,『Ⅷ

J"〔C,(m2)Ｃ(,)+州)Ｇ(,)＋り(")で豊〕伽

Ｊ"〔C,("’2)Ｃ(91)＋・(")Ｇ(,')＋〃(")雷躯〕〃′
Nowweassume鼠furthermorethat（皿のisofconstantcurvatureKThenC（９）＝

ｒ

Ｇ（９）＝ＯｈｏｌｄｏｎⅢａｎｄｒｉｓｃｏｎｓｔａｎｔｏｎⅢ､Thereforeby（2.19)，ｗｅｇｅｔ

ん,〔C，(恥2)Ｃ(9')＋‘(")Ｇ(,‘)〕棚′
（2.20）

＝v(")〔J皿祷Ⅷ-JⅢ,でMⅢ'〕
ByusingtheSchwarz，sinequalityforで′，ｗｅｇｅｔ

〔ん,でⅧ'〕’
血,で'Ⅷ'≧(2.21）

ん,〃

、wheretheequalityholdsifandonlyｉｆｒノisconstantonmﾉ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｂｙ

（2.17)，（2.18）ａｎｄｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔでisconstantonm，theright-handsideof（2.21）ｉｓ

ｒ"行｡棚S･wege杜heinequ副肋

(222）Ｊ皿祷Ⅷ－ﾉⅢ,でＭＭ'≦０

wheretheequalityholdsifandonlyｉｆでノｉｓｃｏｎｓｔａｎｔａｎｄｅｑｕａｌｔｏで．

ThereforeCI（9'′）＝０，Ｇ１（9′）＝０ａｎｄで′＝constant（＝て）ｈｏｌｄｆｏｒｍｓｕｃｈｔｈａｔ

（2.23）、≧３，Ｃ３（m,’2）＞０，の(､,）＞０ａｎｄ〃（､）≧０．

Weseeeasilythatmwhichsatisfies（2.23）ｒｕｎｓ3,6,7,8,14,ｏｒｌ７～178．

ＩｔｉｓｋｎｏｗｎｔｈａｔＣ(9'）＝ＯａｎｄＧ(9'′)＝０holdsimultaneouslyifandonlyif（Ⅲ',の

isofconstantcurvature・Hence（i）ｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍｉｓｐｒｏｖｅｄｆｏｒｔｈｅｃａｓｅ、＝3,6,7,8,

14,ｏｒｌ７～178．

Ｗｈｅｎｍ,＝２，(Ⅲ,のisautomaticallyconformallyflat,sowereturntotheoriginal

integralformula（2.4)．ＬｅｔＫａｎｄＫ′betheGaussiancurvaturesof（Ⅲ,のａｎｄ（皿′,９′）

respectively・Ｔｈｅｎｉｔｉｓｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎｔｈａｔ

１９－
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（2.24）｜Ｒ'２＝４Ｋ２，｜lol2＝２Ｋ２，Ｔ２＝４Ｋ２

ｈｏｌｄｇｏｏｄＡｎｄｗｅｇｅｔ

(2.25）邸2,2＝ J"箭伽

ThereforetheconditionSPeC2（皿の＝SP8c2（Ⅲ′,９'）implies

(2.26）

ＬＭｄｍ=ん,伽’，

Jmで伽=ん,でⅧ′

ん雷Ⅷ=ん,で'Ⅷ’
●

Ｉｆ（Ⅲ,のisofconstantcurvature,ｔｈｅｎでisconstant､Ｓｉｍｉｌａｒｌｙａｓｉｎ(2.21)，byusing

theSchwarz,sinequality,ｉｔｉｓｄｅｒｉｖｅｄｔｈａｔで'isalsoconstant・Thisproves（i）．

Finallyweshow（ii).Ｗｈｅｎｍ,＝１５ｏｒｍ,＝１６，Ｃ３（ｍ’2）＝Oholdsgood､Ｎｏｗｗｅ
ダ

assumethat（Ⅲ,９１）isanEinsteinspace，ｉ､e､Ｇ（９）＝０．Ｔｈｅｎ（2.19）implies

（227）Ｊ"'(")GWm'＝〃("‘)〔んでⅧ一J",で'，伽'〕・

Wesee伽tん雷Ⅷ-Ｊ"で'’〃≦QThepmofMm伽｡1heabovediscuss‐
ion・Thereforeの(､）＞０ａｎｄ〃(､）≧ＯｉｍｐｌｙＧ(9′）＝０，ｉ､e・（Ⅲ'’9'）isanEinsteinspace・

Ｔｈｉｓcompletestheproofofthetheorem．
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