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Abstract：

Inthispaper，westudytherigidityofsurfacesintheunit3-spherewithconstant

meancurvature・Undertheconditionthatthesurfaceiscompleteandhasnon-positive

Gaussiancurvature，ｗｅｓｅｅｔｈａｔｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｍｕｓｔｂｅｆｌａｔａndlocallvthestandardproduct

ofcircles．

§１．IntroductionH.B､Lawson，Ｊｒ・ｐｏｉｎｔｅｄｏｕｔｉｎｈｉｓｐａｐｅｒ〔7〕thatthereisan

explicitdualitybetweenminimalsurfacesintheunit3-sphereS3andsurfacesofconstant

meancurvaturelinthe3-dimensionalEuclideanspaceE3・

Wecangeneralizethisasfollows：thereisanexplicitdualityintheSenseｏｆＨ.Ｂ・

Lawson，Ｊｒ・betweensurfacesofconstantmeancurvatureHinS3andsurfacesofconstant

meancurvaturee（Ｈ２＋１)者ｉｎＥ３､Inthispaperweconsideracertainpropertyofsurfaces
ofconstantmeancurvatureinS3whichisexplicitlydualtothatofsurfacesofconstant

meanCUrvatUreinE3・

Wegetthefollowingtheoremandcorollary．

THEoREM：Ｌｇｊ（〃2,の６８α”ｏγ伽#8.,comlp紬２－‘I伽e畑o伽Rjel汎””0"汎’”､娩脇

切伽ｚＲｊｅｍ”畑0,,,,8〃'；０９”Ｃｌ呪｡n-POSj伽ｅＧ(皿SS伽、Ｃ”“伽γ８α〃ｊＶ：〃2→Ｓ３６ｅ〔、，

iSOme伽伽､州O”ｑ/,Ⅲ２伽ＯＳ3“伽C〔､S加州彦珊”Ｃ肌γU伽γｅＨ．

〃ﾉbe汎m2iS､伽α例α”:〃２－→８３伽OCa吻ｵﾉles伽伽‘I伽me”伽q/･伽伽Ｃｊｑ/､C伽ZeS

Z:Ｓ’（〔M1）×８１（〔M2)一→Ｓ３，

ｚＵｈｅγｅ

ｌ
ＣＭ１＝

２；（Ｈ２＋１）ホ〔Ｈ＋（112＋1);〕；，

〔M2=〔H+(H2+1)学
２音（Ｈ２＋１）士

ａｎｄＳ１(IZl)，Ｓ'(冊2）ｍ８ｑｍ〃CZeS”肋'〃流α1〃"aqI2γeSP3C伽8Jy、

８

の
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６

９

③

台

Ｂｙ伽ｓ伽伽γ‘伽ｍｅ剛o汎切ｅｍｅｃｍｊｈｅ伽ｍｅγs伽ｅ叩伽汎Ｇｄ伽８.ＳＣｈｅｒ”〔2〕Ｐ､３１－３２．

CoRoLLARY： 肋ｔｈｅ功oUe伽Cl･肌〔ISS｛んｍｅ#加ｊｍ２ｉｓｃｏｍｐ剛．Ｚｱ伽叩toγo伽伽sq/、

S3,脈Ⅲ２－→Ｓ３航ｈｅ鋤@Ｍαγα伽meγSjO”ｑ/・伽伽'ｊｑ/､C州８s．

ＲＥＭＡＲＫ１．ThiscorollaryisnotexplicitlyduａｌｔｏｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｓｉｎＥ３，becauseany

compactsurfaceswithnon-positiveGaussiancurvatureｃａｎｎｏｔｂｅｉｍｍｅｒｓｅｄｉｎＥ３．

aｎｄ

§２．Preliminaries・ Letm2beanoriented2-dimensionalRiemannianmanifold

（2.1）力痩Ⅲ２－>Ｓ３，

（2.1)ノカ:Ⅲ２－>E3

6eanisometricimmersionofZIf2ｉｎｔｏＳ３（resp・Ｅ３）

Sincem2，Ｓ３ａｎｄＥ３ａｒｅｏｒｉｅｎｔｅｄ，wecanchoosegloballythefieldE（resp・eofthe

unitnormalvectorsoftheimageoftheimmersion（2.1）（resp.（2.1)′）ｓｕｃｈｔｈａｔ｛8,,e2,5｝
～

(resp｛８，，８２，６}）belongstothepositiveorientatioｎｏｆｊ８Ｉ３（resp・Ｅ３）where｛81,82｝

isapositivelyorientedframeinⅢ２．
～

Ｌｅｔｈ（resp､ﾉDbethesecondfundamentalformoftheimmersion（2.1）（resp.（2.1)'）
～

ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ５（resp・ど)．AroundanyfixedpointofⅢ２ｗｅｃａｎｃｈｏｏｓｅｌｏｃａｌｆｉｅｌｄｓｏｆ
～

positivelyorientedorthonormalvectorsofM2,ｓａｙ8,,82．Ｌｅｔｔｈｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｈ(resp.ｈ）
～

withrespecttotheframe｛8,,82｝ｂｅ（ﾉﾚ‘j）（resp．（ﾉZ‘j))，ｗｈｅｒｅｉ,jrunthroughtherange

l,２．ThentheGauss,Codazziequationsoftheimmersion（2.1）（resp.（2.1)'）ａｒｅ

（2.2）Ｋ＝１十（hllh22-h122)，

（2.2)ノＫ＝０＋（ﾉD11h22-hl22)，

（2.3）ｈ"脆＝恥脆j，

ｊ,j,ルー１，２

（2.3)ノハ‘j脆＝ｈ‘jtj，

whereKistheGaussiancurvatureofｍ２ａｎｄｈ"肱（resp.ｈ"脆）iscovariantderivativeofh

(resp.ｈ）ｉｎｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆ８肱．

ThemeancurvatureH（resp.Ｈ）ｏｆ（2.1）（resp．（2.1)′)isgivenbydefinition

（2.4）Ｈ=÷(Ａｕ十恥‘)，

(2.4)ノ
戸一

Ｈ＝－Ｌ
２

(h'１１＋ハ22）

§３．ProofoftheTheorem．Ｆｉｒｓｔｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｌｅｍｍａｓｗｈｉｃｈ
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hllh22-hl22＋〔ｅ(Ｈ２＋１)；－Ｈ〕（hll＋ｈ22）＋〔ｅ(Ｈ２＋１)番一Ｈ〕２

Ｋ－１＋２Ｈ〔ｅ(Ｈ２＋１）奇一Ｈ〕＋〔ｅ（Ｈ２＋１）皆一Ｈ〕２

ＬＥＭＭＡ１．Lgjjr：Ⅲ2-→Ｓ３ｂｅ〔M汎isome伽伽mel9s伽０．/･ＣＯ"s伽＃ｍｅα汎ｃｗ．u伽ｒｅ

Ｈｑｍ‘Ｍｂｅ伽sgco"α九"伽me伽J／b，wLq/､伽s伽meγs伽.Ｔ伽

伽‘一‘+叩十D‘一町"伽一卯③-個鮭：
ｉｓ”Ｓ伽me帆ｃ（0,2)-伽soγか〃ｏ”Ⅲ２仙仙Ｓ伽蝋esjheG1”SS，ＣＭ側zz〃伽伽S､/bγα”

jSOme伽伽､87.s伽０．／Ⅲ２伽ＯＥ３・

Ｔｈｅｊ７."８０．/ｏＭＳ２ｅ(Ｈ２＋１)奇．

Wｈ

●

PROOF・SinceHisconstant,theCodazzirelation（2.3)′isobvious､Itisenoughto

ShowtheGaussrelation・Ｔｏｓｈｏｗｉｔ,let｛8,,ｅ２｝bealocalfieldoforthonormalframｅｓａｓ

ｉｎ§2．Withrespecttotheseframes,（3.1）reducesｔｏ

１

＋１）雪一Ｈ；

＋１）う－圧

ｈ,，＋ｅ（Ｈ２

ｈ２２十ｓ（Ｈ２

ｈ１２，

１
２
２

畑
一
路
物
一
助’

andｓｏ

戸一〆ｰ 須一

hllﾉｌ２２－ｈ'122

aredirectextensionsofthoseofH.Ｂ､Lawson,Ｊｒ．〔７〕．

Ｋ

hOldsgood,ｗｈｅｒｅｗｅｈａｖｅｕｓｅｄ（2.2）ａｎｄ（2.4)．

ＱＥ.，．

ロ

Ｌｅ”:Ⅲ２－→Ｅ３６ｇａ州Some伽加meγSiOnq/・CO”S伽#ｍｅ"汎ＣＷＷ伽ｅ
～

１側"αＭ,ｅｵﾉ,esecOM九"伽汎e"伽Ｉ./brm,ｏ/､伽s伽乃８１．s伽．剛e”

ＬＥＭＭＡ２．
～ ～

ＨⅧe7･ｅｌＨｌ≧
¥

側ルー‘+ⅨH判)霞刊卿伽冒一柳(貢)一{±沸三：
is〔WS伽､'州０（0,2)-伽soγ流〃ｏ”〃2州０ｈs獅抗８s〃仇伽SS，Ｃｏａ卿伊伽伽ｓ､/･,．α汎

iSOm伽Ｃ伽me州０１Ｍ./､〃２伽０８３．

Ｔｈｅ伽Ｃｅｑ/､ｈｉＳ２ｅ（Ｈ２－１)者．

ＳｉｎｃｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＬｅｍｍａ２ｉｓｃｏｍＰｌｅｔｅｌｙｓｉｍｉｌａｒｔｏｔｈａｔｏｆＬｅｍｍａｌ，ｗｅｍａｙｏｍｉｔ

it．
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〃･の＝identity

ＬＥＭＭＡ１ﾉ． Let苑：〃2--＞Ｓ３６８ｑｎｊＳＯｍｅｔ７･ｊＣ伽ｍｅγｓｉｏｎ似）伽ＣＯ汎S/”ｊｍｅｑｍＣ肌”g伽･ｅ

Ｈｍ"α肺ｅ伽SgCOM血汎伽me伽Z./bγｍｑ/・伽Ｓ伽melWS伽.〃Ⅲ2jSS伽”-CO"呪eC伽,伽汎

伽ｒｅｅ伽ｊＳａ汎jsOme伽伽､"S伽jr:Ⅲ２－>Ｅ３ⅧOSeSeCO17α九"伽ⅧαZ./b1W1,ｈ噸軌ｅＳ

(3.1)．
ｒ

ＬＥＭＭＡ２ﾉ． Ｌｅｊ妬：Ⅲ２－→Ｅ３６ｅｑ”ｉSome州Ｃ伽ｍｅ妬i”伽jハＣ”8t”ｔｍｅｑＩ汎Ｃ肌7W⑰〃γe

HSi〃Ｃｈ伽｜Ｈ｜≧１α"αh6ejheSeeO”‘’ん"伽me伽Ｍ'７WDｑ/､伽Ｓ伽､ers伽．〃m2jS

Sj叩Zj1/_CO汎汎８０棚,伽泌伽γｅ郷SjS｡ＭSome州Ｃ伽meγS伽jV:〃２－→８３ⅧOSeSeCOM血呪－

‘I(､me伽Ｉ./b１．，ｈｓ伽８t/wjes（3.2)．

０

REMARK2．Ｌｅｔｐｓ３ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆｉｓｏｍｅｔｒｉｃｉmmersionsofthesimply-colmected

surfaceM2intoS3withconstantｍｅａｎｃｕｒｖａｔｕｒｅａｎｄ２Ｅ３ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆisometricimm-

ersionsofm2intoE3withconstantmeancurvaturewhoseabsolutevalueisnolessthan

l､ＴｈｅｎＬＥＭＭＡ１ノ（resp､ＬＥＭＭＡ２ﾉ）inducesamappingの（resp・めｏｆ‘j9s3（resp､里Ｅ３）ｉｎｔｏ

２Ｅ３（reSp､ps3)．

の。〃＝identity，

and

ＷｈｅｎⅢ２issimply-connected，Ｌｅｍｍａｌ，Lemma2andthefundamentaltheoremon

surfacesinspaceforms（Cf,forexampleSSasaki〔９〕）ｔｅｌｌｕｓｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｓ

ａｒｅｔｒｕｅ．

holdgood．

／、

ProofoftheTHEoREM： LetJf2betheuniversalcoveringmanifoldofM2withthe
p

naturalRiemannianmetricand冗bethecoveringprojection、Ｉｔｉｓｋｎｏｗｎｔｈａｔｉｆｍ２ｉｓ
／、／、

complete，ｔｈｅｎＭ２ｉｓａｌｓｏｃｏｍｐｌｅｔｅ・ＬｅｔｊＶｂｅｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆ７ｒａｎｄ”，ｉ､ｅ､，苑＝＝jro元．
／、／、

Ｔｈｅｎヵ：Ⅲ２－ヶＳ３ｉｓａｎｉｓｏｍｅｔｒｉｃｉｒｎｍｅｒｓｉｏｎａｎｄｌｏcallycoinsideswith〃：Ⅲ2-->８３．
／ 、 ／ 、

Sothemeancurvatureof苑：Ⅲ２－＞S3isconstantHandtheGaussiancurvat3ilreKof
／、／、

〃2satisfiesK＝ＫＯ冗≦０．ＢｙｖｉｒｔｕｅｏｆＬＥＭＭＡ１′，thereexistsanisornetricimmersiｏｎ
戸 一

／へ／、

〃：ZIf2->E3whosesecondfundamentalformsatisfies

ら

ザ

〆画ジ／、

ﾊーﾆﾊ＋〔ｅ（Ｈ２＋１）う
／、

Ir〕９，

／ 、 ／ 、 ／、

wherehisthesecondfundamentalformof力：〃2--→Ｓ３ａｎｄ９ｉｓｔｈｅＲｉｅｍａｎｎｉａｎｍｅｔｒｉｃ
／、

ＯｆＺ１ｆ２・

SinceK≦0,〃'iscompleteandthemeancurvatureof秀:盆,一→Ｅ‘isnon-zer。
／、／、

／、

constante（Ｈ２＋１）昔,ｗｅｓｅｅｔｈａｔＫ＝＝０holdsidenticallybyatheoremOfT､Klotz-
R・Osserman〔６〕ｔｏｔｈｅｅｆｆｅｃｔＷ・力：〃２－→Ｅ３ｉＳ”jsom伽ｃ伽meγs畑ｑ/､れ｡,0-Z８７．０

一

一
『
０
０
０
０
－

“
０
０
０
０
《
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ＣＯ側伽ｍｅ”ｃⅧ７．u伽γe，ｍ２ｊｓｃｏｍｆ〕伽α"α伽仇伽ss伽’ｃ肌γ"伽γｅｑ/・Ｍ２１ﾘｓ””-2,Cs伽e，

伽伽ｍ２ｉｓ〃砿''、HencetheGaussiancurvatureofm2isidenticallyzero・

Ｌｅｔル,，ル２betheprincipalcurvaturesofjV：〃２－→813．ＴｈｅｎtheGaussequationand

themeancurvatureHcanbewrittenasfollows；

(3.3）Ｋ＝１＋ル1ﾙ２＝０，

(3.4）ル１＋ル２＝２Ｈ，

Thereforeル，ａｎｄル２areconstant・Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，thesecondfundamentalformof

thestandardimmersionz:Ｓ’（",）×Ｓ’（nI2）－>Ｓ３ｈａｓｔｈｅｆｏｒｍ

(3.5） J詞’ ｗｈｅｒｅｍ１２＋α２２＝１．

Ｗｅｓｏｌｖｅ⑰,，m2undertheconditions

（3.6）α１２＋ｑＩ２２＝１，

ｎＩ２ －竺一＝２Ｚｒ（3.7）
〃１ 〔M２

ａｎｄｗｅｇｅｔ

１
m１＝

２画（Ｈ２＋１）＆〔Ｈ＋（Ｈ２＋１）き〕３，
１

（3.8）

α2＝〔Ｈ＋（Ｈ２＋１）音〕も
２窃（Ｈ２＋１）ｆ

Ｗｈｅｎｑ１側ａｒｅａｓｉｎ（3.8)，thesecondfundamentalformof

jr：〃２－＞８３

and

z：Ｓ’（",）×８１（(M2)－>８３
●

coinsidelocally・Hencetheyarelocallyisometrictoeachotherbythefundamentaltheo-

remonsurfacesinjSI3・Ｔｈｉｓcompletestheproofofthetheorem． Ｑ､ＥＤ．

§４．Remarks．Ｌｅｍｍａｌノseemstoderivedirectlythefollowingfamousresult

Ci）andrecentwork（iii）ｆｒｏｍ（i）．

(i）ａｎｄ（ii),（iii）areexplicitlydualtoeachotherinｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆＨＢ,Lawson,Ｊｒ．〔７〕

ｂｙｖｉｒｔｕｅｏｆＬｅｍｍａｌノａｎｄＬｅｍｍａ２'．

－

戸 一

(ｉ）Ｌｅｔ力：ZIf2-→Ｅ３ｂｅａｎｉｓｏｍｅｔｒｉｃｉｍｍｅｒｓｉｏｎｗｉｔｈｎｏn-zeroconstantmean

1２－

⑮

ｂ

み
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竜

色

《ユ

少

curvature・Ｉｆ〃２ｉｓｈｏｍｅｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＳ２，thenjr:〃２－→Ｅ３ｉｓｕｍｂｉｌｉｃａｌａｎｄ”(〃2）isa

2-SphereinE3．（ＨＨｏｐｆ〔３〕）

（ii）

ｔｈｅｎｊｒ：

Almgren

Ｌｅｔ妬：Ⅲ２－＞Ｓ３ｂｅａｍｉｎｉｍａｌｉｍｍｅｒｓｉｏｎ、Ｉｆ〃２ｉｓｈｏｍｅｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＳ２，

〃２－>Ｓ３ｉｓｔｏ↑allygeodesicandjr(Ⅲ2）ｉｓａｇｒｅａｔ２－ｓｐｈｅｒｅｉｎＳ３．（ＥＪ．

〔１〕）

（iii）Letjr：Ⅲ２－>Ｓ３ｂｅａｎｉｓｏｍｅｔｒｉｃｉｍｍｅｒｓｉｏｎｗｉｔｈｃｏnstantmeancurvature・

Ｉｆ〃２ｉｓｈｏｍｅｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＳ２，ｔｈｅｎ妬：〃２－→Ｓ３ｉｓｕｍｂｉｌｉｃａｌａｎｄ妬（Ⅲ2）ｉｓａｇｒｅａｔｏｒ

ａｓｍａｌｌ２－ａｐｈｅｒｅｉｎＳ３．（Ｋ・Kenmotsu〔４〕）

Ｔ､Klotz-ROsserman〔６〕studiedalsothecasewhereKisnon-negative；

（iv）Letjr：Ｍ２一→Ｅ３ｂｅａｎｉｓｏｍｅｔｒｉｃｉｍｍｅｒｓｉｏｎｗｉｔｈｃｏnstantmeancurvature．
～

Ifm2iscompleteandhasnon-negativeGaussiancurvature，ｔｈｅｎｊｒ：〃２－>E3isa

2-sphere,aplaneorarightcircularcylinderｉｎＥ３．（Ｔ・Ｋlotz-ROsserman〔６〕）

Thepartialextensionsandanexplicitlydualexpressionof（iv）ｗｅｒｅｇｉｖｅｎｂｙ

ＫＮｏｍｉｚｕ－Ｂ､Ｓｍｙｔｈ〔８〕・Ｗｅｃａｎｇｉｖｅａｎｏｔｈｅｒｐｒｏｏｆｆｏｒｔｈｅｄｕａｌｏｆ（iv)．

〔１〕

〔２〕

〔３〕

〔４〕

〔５〕

〔６〕

〔７〕

〔８〕

〔９〕

ＲＥＦＥＲＥＮＣＥＳ
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Ｓ､Ｓ・ＣＨＥＲＮ，Minimalsub-manifoldsinaRiemannianmanifold，Lecturenote，１９６８．
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ｌｔｍａｙｂｅｍｙｄｕｔｙｔｏｒｅｆｅｒｔｏｔｈｅｅｘｉｓｔａｎｃｅｏｆ《《S秘ガセzcgS．ｉ〃ＣＯ"sｵα"ｔｃ〃γひα”γｇ柳α"純Zdsがｵﾙ

ｶαγα〃ｇＭ０ｅα〃“γＵａｆ”ｇがgct0γ九gJd,ｂｙＤＡｖＩＤＡ､HoFFMAN，Ｂ""．Ａ”gγ，Mtz肋.SOC.，７８(1972)，

247-250,,．TheexistancewaspointedoutbyProfessorR･Ｏｓｓｅｒｍａｎｗｈｅｎｌａｓｋｅｄｈｉｍａｃｏｍｍｅｎｔ

ａboutthispaper・

Thepaperaboveinvolvesmyresult・Butthemethodsofproofareindependｅｎｔａｎｄｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ

ｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｍｏｒｅｓｉｍｐｌｅａｎｄｍｏｒｅｅｌementarythanthatofthepreceedingpaper．
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