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異方性材料界面における弾性波の反射と透過*

大好 直**･三浦公久**

ReaectionandTransmissionofElasticW aves

ataninterfaceofAnisotropicMaterials*

TadashiOHYOSHI**andKimihisaMIURA**

Abstra(:t

Coe氏Cientsofreflectionandtransmissionofelasticwavestoanon-symmetricboundary
surfaceofanisotropyareobtained.Theanalysisshowsmainlyonacharacteristicslowness

surface.Anormalvectorontheslownesssurfaceindicatespower貝owdirectionofcharacteris-
ticwaves.Thisistheimportantcluetoconstructtheformalsolutionsbytheselectionofproper
characteristicwaves.Theselectionismadebypower且owdirectionofthewaves.Theformal

solutionsshouldcompensatethecontinuityconditionsattheinterfacedisturbedbyincident
waves.ForageneralanisotroplCCOmpOSitematerial,theanalysisisapttocomplex.Therefore,
theapplicationofslownesssurfacetotheselectionisveryinfluentialtoavoidconfusioninthe
analysis.Numericalexamplesarepresentedforthesurfacecoupledwithwater.Thoseresults
showustheeffectofdeviationangleoftheprlnClpalaxisfromtheboundarynormalonthe
coe氏Cientsofre貝ectionandtransmissionpower.

1. 緒 言

複合材料には異方性を示すものが多い.そのよう

な部材の動的応答解析の基礎として,異方性主軸に

傾斜する面における弾性波の反射透過現象を考え

る.弾性層や円柱などの導波体では,伝播モー ドや

周波数成分により,エネルギが逆行する例外もあ

る(1)が,等方性体中であれば波動エネルギの移動方

向と位相面の伝播方向とは,ほとんどの場合に一致

している.しかし,異方性体中では両者の方向は一

般に一致せず,互いにある角度を成す.このため,

界面を透過した波の位相面が,界面から遠ざかる形

であっても,波動エネルギは逆に界面に向かって到
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来する場合が起こり得る(2).外界の擾乱に対応して

界面に生成する二次波源は,界面における応力と変

位の連続性を補償するものであり,波動エネルギは

その波源から遠ざかるものでなければならない.従

って異方性体の境界値問題を,エネルギ方向と一致

しない位相面の移動を手がかりにして,形式的に解

く事は出来ない.このことが異方性体の動的境界値

問題解析を難しくしている.波動エネルギの流れ方

向や応答の有限性を考慮して解を選択し,整然と定

式化する方法が必要であるので,本論文はその手が

かりを考えたものである.本研究に関連する報告と

してRokhlin等による異方性結晶相の超音波解析(3)

が参考になる.

解の選択の例として,応答の有限性を考慮して解

析した異方性体における表面波の報告(4)があげられ

る.これに対し,本報ではエネルギの流れ方向に基

づいて解の選択を行い,水中におかれた異方性材料

の異方性非対称面による反射と透過の問題を解析す

る.異方性体の動的問題は複雑になりがちであるが,
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見通し良く整理して解析するために,スローネス特

性曲面を用いる(5).すなわち,スローネス曲面の法線

方向がエネルギの流れ方向となることを手がかりに

し,界面からエネルギが遠ざかる波動のスローネス

特性根を選んで境界値問題の解を構成する.なお,

水中の等方性材料面による反射と透過の結果は文献

6に見られる.

2. ス ローネス面

均質な異方性材料の構成関係は

oTIJ-Cljk.Ek.

または DlJklO'U-ekュ

(1)

(2)

ただし,Cl,k.とD.jklは弾性スティフネスとコンプ

ライアンスである.ひずみと変位は

ek.-(uk,I+u.,k)/2
そして,運動方程式は体積力を考慮しない場合

61,,1=Pu,.tt

よって変位場を支配する方程式は次式となる(7).

Cりkl的"-.-Pu,.tt

次に,波動の基本である平面調和波の形を

(3)

(4)

(5)

ui-Ad,exp[i(kpm‰-GJt)] (6)

-Ad.exp[iGJ(qmん-i)] (7)

で与える.ただしdlとZ)1は要素の運動方向と伝播

方向を示す単位ベクトル,qlは大きさが位相速度 V

の逆数に等しいスローネスベクトル (-P./V)であ
る｡式(7)を(5)に代入すれば

(C1,k.qJql-POlk)dk-0 (8)

dkは単位ベクトルであるから,式(8)が成立するため

には

det(C,,klq,qr POlk)-0 (9)

でなければならない.従って,異方性体を伝播する

平面波は式(9)を満たすベクトル値 qlのときに存在

する.さらにクリストソフェル･スティフネス r .k(8)

を用いれば

det(Il.k-qV26,k)-0 (10)

rlk-C.JklP,P. (ll)

rlkの要素は実数で対称であるので,その固有値 と

して定まるV2は3つの実数である.また歪エネルギ

関数が正値形式をとることから,r.kを対角化して

得られるu2は正の値を有する(9).したがって,6つ

の がのうち3つの正実数値を選ぶことができ,これ

らに対するql(-P./V)は,位相の伝播方向ベクトル

♪lをパラメータとして3重構造のスローネス曲面

をつくっている.

3. 波動エネルギの流れ方向

後述の便宜のために,スローネス曲面の法線が波

動エネルギの流れる方向(10)に一致することを示し

ておく.パワーフロー密度の時間平均を次式で定義

する.

･p,,-一去/Re(;.)Re(61,)dt '12'

積分は1周期 Tにわたる時間積分であり,上添字

の ･は時間微分を示す.特に調和波動場であれば式

(12)は次式に書換えられる.

･p,,ニーiRe[;1･6.,] (13)

上添字の*は複素共役を示す.次に,求(21(4)を満足

する2つの接近した任意の波動状態 ;

(ul,0･l"ql)と(ul',0･.,',q.')

について考える.それらを微小増分 ♂により関係づ

けて

〝1'-α.+♂〝り

6i/-0'lJ+SoTii

ql'-qI+Cql (14)

と置く.平面調和波が式(7)で与えられるとき,時間

微分と空間微分は,それぞれ-i6JとiaIqzを乗ずる

ことと等価なので,式(4)より2つの波動状態は

q,o'iJ+pu.-0 (15)

q,'qu'+pui'-0 (16)

それぞれの差をとり,高次の微小量を省略すれば

(Sq,o'U+q,6qli)+peu.-0 (17)

さらに,共役量 ul事を乗じて

ul'(6q,01J+qlOo'lJ)+pu.'eu.-0 (1g)

一方,式(2)の両辺を時間微分すれば,2つの状態に対

し

Di,k.61,+qluk-0 (19)

DIJk10'lJ'+ql'uk'-0 CZO)

差をとってからoTk.'を左作用させると

qiJ事DUk.Oo1,+oTkl'(6qluk+qlOuk)-0 el)

式(畑とel)の和をとり,指標の付け替えをして整理す

れば

(ul*q,十giJ書Dりk.)65,J

+(oTIJ*q,+p u .+)Cu.
+Oq,(u.*o'1】十01J*uI)-0 CZ2)

式¢2)の左辺第1項と第2項は式(19)(15)の左辺の共役量

となっており0となる.したがって

2Oq,Re[左.*61,]-0
式留別ま式(13)より

4Oq,〈P,〉-0
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Power flow

O

0

Fig.iPowerflowsnormaltotheslownesssurface･

Fig.1のように任意の増分ベクトル Sq,がスローネ

ス面に含まれているから,式伽)はベクトル〈P,)がス

ローネス面に垂直となっていることを示している.

したがって,任意の異方性体に対して,波動エネル

ギの伝播方向をスローネス曲面から知ることが出来

る.

4.主軸に傾斜する界面の考慮

直交異方性体の主軸に一致する直角座標系XIC7)

スロ-ネスベクトルをq-.とすれば,回転後の座標系

xlのスローネスベクトル q.は

q,-βりq̂, ¢5)

ただしβ日は座標回転にともなう変換マ トリックス

である.式(細の変換を用いれば,主軸座標系X.上の
スローネス解析結果を基にして,異方性非対称な界

面に合わせてとった座標系xi上で,連続条件を満足

させることが出来る.

具体例で考える.主軸座標系の平面 (kl,x 2)に
入射波の伝播方向ベクトルPlと界面法ベクトル n.

が含まれる時,スローネスベクトルの第3成分 4,は

0となるので,二次元の取扱いが出来る.そこでこの

様な場合を考えれば,X3軸回りに角 ≠だけ回転し
て得られる新しい直角座標系x,の苑軸が,界面の

法線方向となる時 (Fig.2),求(25)のPuは

cos≠ sin≠

-sin≠ cos¢

で与えられる.次に便宜上主軸座標上の弾性定数を

Cllll-Gil, C1122-G 12,
Cl112-C;212-0,

55

Fig.2Coordinatesonthesurfaceofanimmersed
anisotropicsolid.

C;222-G22, C1212-G66
と添字を減らして GJに書き換えれば構成関係式はGilG120

G12 C22 0
0 0 G

この場合の特性式(9)を書き下せば

n(qAl,C2)-HllH 22- H12H12-0

ただしHll-Gllq̂12+G6q̂22-p
H12-(G12+G66)q̂142
H 22-G66q̂12+G2q-221P

遅配

L?tq

(29)

伽)

Ot)

式鯛は空間(q̂1,q-2)のスローネス曲面を与える.さ

らに,この式を式任6)の回転操作により界面に合わせ

た座標系で表示すれば

n(sl,S2)-0
ここに
n(S.,S2)-bo4S24+b13Sl亀3+b22S12S22
+れ2S22十も1S13S2+bllSISl
+b.｡sl4十島｡sl2+1

ただし

bo4-alm4+a212m2+偽l4

b13--2lm[2alm2+ai(l2-m2)-2aJ2]
b22-6(al+a3)l2m2+ab(l41412m2十m4)
も2--(alm2+aJ2+1)
b,1--2lm[2all2-a2(l21m2)-2とちm2]

bl1--2lm(ab-al)

b.0-all4+a212m2+a,m4

82)

剖叫われ叫dW切り仇qdWり山W8山HWhHWQhur¢佃W也
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b2.--(all2+a3m2+i)
7-cosd

m-sini

そして無次元変数

sJ2-(666/p)qJ2
a,-Gil/G66
a2-(elle22- 6122- 2612e66)/e662

a3-G22/G66
を用いた.式(32)は二次元に縮退した空間 (sl,

大好 直 ･三浦公久

㈱

㈹

㈹

㈹

の･jJ-
二重構造のスローネス曲面を表している.

一方,回転後の座標系xl上の弾性定数 Cljを主軸

系の弾性定数 Gにより表現すれば

Cll-Glll4+2(G12+2G66)l2m2+G 2m4 (48)

cl2-(elユ+622-4e66)l2m2+elユ(l4十m4) (49)
C16--[(611-e12-2e66)l2

+(G12- G22+2G66)m2]lm (50)

G2-Gllm4+2(e12+2(完6)l2m2+62214 (51)

G 6--[(611-e12-2e66)m2

+(G12IG22+2G66)l2]lm (52)

C66-(G上l+G22-2G1212G66)l2m2

+G66(l4m4) (53)

したがって,界面に生ずる応力 oT2,は式(7)の波動場

に対して

0,21- A iGD〈C16dlql+G6d2q2+G 6(為 ql+dlq2)〉
exp[iGJ(qmxh,-i)] (54)

0,22- A iGJ〈C12dlql+G 2dzq2+G 6(dZql+dlq2)チ
exp[iw(qmxm-i)] (55)

で与えられる.

さて,入射波によって擾乱を受けても常に界面の

連続条件が満たされているためには,界面で生成す

るすべて波の指数関数因子exp[iu(qlrl-i)]が恒等

的に等しくなければならない (Snellの法則).ただ

しrlは界面を与えるベクトルである.したがってベ

クトルqlの界面-の正射影 q.-(qJn,)ntは波の種類

によらず全て一致し共通である.nlは界面の法ベク

トルである.生成波は界面を波源とする渡であるか

ら,その正射影が共通となるもののうち,界面から

エネルギの流出する波のみを選んで解を構成しなけ

ればならない.そこで,第3節で述べたスローネス

面の法線方向がエネルギ流れ方向であることを手が

かりにして解を選択する.

Fig.3(a)(b)のそれぞれは入射側の流体に対するス

ローネス円と透過側の異方性体に対するスローネス

曲線である.入射波のスローネスベクトルS,(0)(Fig.

3のOwI)の界面-の正射影をOwHとすれば,共通

な正射影を持つ反射波と透過波のスローネスベクト

water 5●2 Ri

蔓
H

olid g>.ミ_.-l､､●■､● 2 E‡

A/巨l

Fig,3 Solwnesscurveforwater(upper)andan
allisotropicsolid(lower).

ルは,点 Hを通るS2軸に乎行な直線とスローネス

曲線との交点で求められる.その交点におけるスロ

ーネス曲線の法線方向がエネルギの流れる方向なの

で,透過側の4つの交点のうち,界面からエネルギ

の流出する波を与える点は,点Aと点Bのみにな

る.従って透過側にはOAとOBのスローネスベク

トルを持つ透過波のみが適合する渡 として生成す

る.Fig.3(b)は主軸偏角30つのスローネス曲線であ

るが,位相面の伝播方向がOA方向となる透過波

は,エネルギ方向とは逆に向かう波となっている.

なお,OwHの大きさによっては透過側の曲線と交点

が得られない場合があるが,複素スロ-ネス曲線(太

い破線が実部を,細い破線が虚部を示す)との交点

から,界面に沿うモー ドの波が得られる(ll).入射側

のOwRは反射波のスローネスベクトルである.

5.反射波と透過波

便宜のため入射波,反射波,そして選ばれた2つ
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の透過波のそれぞれの量に上添字(o),(1),(3)I(4)をつけて

表記して,振幅 A (1), A(3), A (4)を求める.界面にお

ける応力と変位の連続条件 :

ul(O)+ ul(1)- ul(3)+ ul(4)

622(0)+ 0,22(1)- 622(3)+0,22(4)
0-721(3)+721(4)
を考慮すれば,次の様に連立式が得られる.

ただし,次の無次元量を用いて整理した.

D '0'-pwCw/√戻崇

6.計算結果の例

57

計算例のための入力データとして,水に対する質

(56) 量密度比p/pbを2.00,そして水中音速 vwに対する

(57) 異方性材の主軸方向横波速度の比嗣 /uwを1.
(58) 73とする.また主軸座標における異方性弾性定数の

比がell/e66- 20.7,C2/島6-5.91,C12/G 6- 2.07 と
なる場合を考える(12).その時の算出結果をFig.4か

(59) らFig.6にまとめた.いずれの結果も式仔5)が成り立

つことを数値的に確認している.

Fig.4はパワー反射率ER (太実線)と2つの波の

(60) パワー透過率 EQP, Ebs(細実線)の入射角 e依存性

下添字Wは水に関する量を示す.そして次の置換を を示したもので,パラメータとして主軸偏角 さを-

している.

β (1)- 刀 (0)

D (3)- C12dl(3)sl(3)+C22d2(3)S2(3)
+ C26(d2(3)sl(3)+dl(3)S2(3))

D (4)- Cユ2dl(4)sl(4)+C22d2(4)S2(4)
+ C26(d2(4)sl(4)+dl(4)S2(4))

6(3)- C16dl(3)sl(3)+C26d2(3)S2(3)
+C66(d2(3)sl(3)+dl(3)S2(3))

6(4)- cl6dl(4)sl(4)+C26d2(4)S2(4)
+ C66(d2(4)sl(4)+dl(4)S2(4))

cU-CU/C66

式1'59)よりA(')を求めれば

A (1)- (- dZ(0)6(3)D (4)+ d2(0)6(4)D (3)

-d2(3)6(4)D (0)+d2(4)6(3)D (0))/A
A (3)-(dZ(OL d2(1)6(4)D (0))/A

△- (d2(1)6(3)D (4L 鏡 (1)6(4)D (3)

+ d2(3)6(4)D (OL d2(4)6(3)D (0))

30〇から900まで15O刻みに選んだ結果である.本計

(61) 算例では臨界角が400未満なので,Cの表示範囲を

Ooから450 に選んだ.いずれも異方性体内の2つの

(62) 波に対するそれぞれの臨界入射角で,曲線が急変し

ている.透過波の曲線に付けた下添字のQPとQS

(63) は,それぞれFig.3の異方性体に対する2つのスロ

ーネス曲線の,内側のものと外側のものの特性波に

(64) 対応することを示す.これらの下添字による区別は,

異方性が弱いときに等方性体の縦波 (P波)と横波
(65) (S波)に準ずることに由来するが,異方性の強い複

(66) 合材の様な場合には,波の伝播方向と粒子の運動方

向との関係が等方性の場合とかなりかけ離れた状態

になる.そのために,いわゆる縦波と横波としての

(67) 区別は本質的でなくなる.また¢-459のグラフの

(68) O-200近辺ではEkls曲線が2つ現れている.これは

(69) 外側のスローネス曲線が非凸状であるとき,Fig.3

の様にスローネスベス トルOAとOBに対応する

(70) 波が生成されるためである.このことから,異方性

したがって,式(7)(54)(55)を考慮して式(13)より界面をよ 体の境界によって生成する波は,無限異方性体で論

ぎるパワ-成分･

･p2(0,,-i】A(0悔 2D (0,Re[d2(O,]
〈P2(1))- IA (1)F2dZ(1)〈P2(0)〉/銭(o)

×くP2(0))/(D (0)dZ(0))

〈P2(4)〉- iA (4)i2(6(4)dl(4)+ D (4)d2(4))

×くP2(0)〉/(D (0)dZ(0))

(71)

ずる特性波と異なり,単に速い波(P波)と遅い波(S

波)により区別整理することは出来ないことが分が

る.したがって本論文では,波に対応する実スロー

(72) ネス曲線が内側の曲線か外側の曲線かによって区別

し,それぞれに対して従来用いられてきた記号QP

(73) とQSを援用して表記した.

主軸偏角が正と負の時の& 曲線の比較から (た

(74) とえばFig.4の き--300と¢-300におけるER曲

が得られる,計算結果は界面をよぎるエネルギの保 線)卓の絶対値が等しいならばパワー反射率は同値

存別より となるが,異方性体内に透過する波が2つ生成され

-〈P2(0)〉+〈P2(1))+(P2(3))+〈P2(4)〉-0 (75) るときは,その波によって運ばれるパワー配分の人

が成り立つことから確かめられる. 射角依存在は異なっている.

Fig.5はパワー反射率ER (太実線)と2つの波の

パワー透過率 EQP,Ehs(細実線)の主軸偏角 ¢依存

Akita University
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性をOoから90Cに渡って示したものである.パラメ

ータは入射角 Cである.Cが0〇の時は,反射波によ

るER が最も大 きく,そして透過波のEhpはEQS よ
り大きい.しかし入射角に角度がついてくるにつれ

EQSの割合がかなり占めるようになる.なお,0-15O

から8-350までのグラフには Ektp曲線は現れず,

8-200のグラフでは2つの Ehs曲線が現れている.

Fig.6はパワー反射率 & (太実線)と2つの波の

パワー透過率EQP,Ehs(細実線)の主軸偏角 ¢依存
性 をOoから1800に渡って示 し,ER曲線が ¢-900

に関して左右対称形になることを確かめたものであ

る.2つの透過波が生ずる場合は,E 3PとEbsの曲線

は ¢-90eに関して左右対称形にはならない.

7.結 言

本解析は,異方性複合材料の衝撃応答解析や超音

波評価解析につながる基礎解析 として行ったもので

ある.複合材料の切断面が異方性対称面 とならない

場合,弾性波の伝播挙動は非常に複雑である.これ

を境界値間者 としてとらえ,波動場の解を形式的に

構成することも可能であろうが,異方性体内の波動

現象に対する考察がなければ,解の選択が困難 とな

るので,解析は非常に難しくなってしまう.そこで

見通 しよく取 り扱う方法として,スローネス特性面

とパワ-フローベクトルの利用法を述べた.そして,

具体的に異方性非対称面による弾性波のパワー反射

率 とパワー透過率を算出し,グラフに例示した.こ

れらの扱い方は,異方性体の動的応答解析のために

参考 となるだろう.
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